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Metoda Monte-Carlo

Sa przypadki kiedy zamiast wykonac jakis eksperyment chcielibysmy
symulowac jego wyniki uzywajgc komputera i generatora liczb
(pseudo)losowych. Wiekszo$¢ bibliotek programéw komputerowych
zawiera procedury numeryczne generujgce liczby losowe o rozktadzie

réwnomiernym w przedziale 0 do 1 r [ <0,1). Stosujac odpowiednie

algorytmy mozemy takie liczby przeksztatci¢ w liczby losowe o dowolnym
rozktadzie.

Zatézmy, ze chcemy generowac liczby losowe o pewnym rozktadzie
(gestosci) prawdopodobienstwa
f(x)

Dystrybuantg F(X) zmiennej losowej nazywamy funkcje
F(x)=P(t<Xx) :f f (t)dt,

ktorej wartosci sg rowne prawdopodobienstwu, ze wartos¢ t zmiennej
losowej nie przekracza X. Jezeli

y =F(x),
to oczywiscie y [ <0,1> i prawdopodobienstwo, ze, na przyktad
y>0,6iy<0,7
wynosi 0,1 (10%) i jest takie samo dla kazdego innego przedziatu
o szerokosci 0,1 zawartego w <O,1>. Oznacza to, ze transformacja
y =F(x)
przeksztatca zmienng losowg X w zmienng Y o rozktadzie rownomiernym
w przedziale <O,1>. Wynika z tego dalej, ze transformacja odwrotna
x=F7(r)
przeksztatca zmienng losowg o rozktadzie rownomiernym r [] <0,1)
w zmienng X o zadanym rozktadzie f(X).

Przyktad.
Zmienng o rozkfadzie wyktadniczym

f)="

mozemy otrzymac stosujgc transformacje
t=-1lIn(r).

-t/T

e
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Wynika to z faktu, ze dystrybuanta zmiennej wyktadniczej ma postaé
— ¢ —1 _ T
F(t) = fdt=1-e"",

co dalej oznacza, ze zarowno r =1-e™"" jakir=e
rownomierny w przedziale <O,1>. Zatem rzeczywiscie jezeli r = ¢

" maja rozktad

-t/T ma

rozktad réwnomierny, to t = -7 In(r) ma rozktad wyktadniczy.

Metoda transformacji wykorzystujgca funkcje odwrotng do dystrybuanty
pozadanego rozktadu jest zupetnie ogolna i mozemy jg praktycznie
stosowac bez ktopotdéw wszedzie tam, gdzie znana jest analityczna
postac funkcji odwrotne;j F . Jezeli posta¢ analityczna nie jest znana, to
rozktad f(X) mozemy catkowaé numerycznie i znalez¢ w ten sposob

rozwigzanie réwnania
r=F(x).

Jezeli catkowanie numeryczne jest niemozliwe lub niepraktyczne, to
mozemy zastosowac¢ geometryczny wariant metody transformacji.

Wez dwie liczby losowe ri x

fx)

0 * 1
Rozwazymy w tym celu rozktad f (X) o warto$ciach niezerowych
w przedziale <O,1> i taki, ze f(X) <a w tym przedziale. Generujemy
pare liczb losowych (X, r) o rozktadzie réwnomiernym w przedziale
(0,1). Jezeli r @< f(X), to warto$¢ X pozostawiamy, w przeciwnym

przypadku odrzucamy. Pozostawione wartosci X tworzg zbior o
pozadanym rozktadzie f(X).
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Generowanie normalnych liczb losowych.

1. Jezeli wezmiemy pare liczb losowych (Xl, X2) o rozkfadzie
rownomiernym w przedziale (0,1), to przeksztatcenie

y, =+/-2Inx, cos(27x,)
y, =+/—2Inx sin(27x, )

daje pare liczb losowych (yl, yZ) niezaleznych o rozktadzie normalnym
N(0,1).

2. Wartosc¢ $rednia i dyspersja zmiennej o rozktadzie rownomiernym
w przedziale (0,1) wynoszg
u=0,5

o= 1 0,288675...

V12

Zatem zmienna zZ rowna sumie 12 takich liczb losowych minus 6
12

z:in—G

p, =0

ma srednig

| dyspersje
o, =1
I na mocy twierdzenia granicznego ma rozktad zblizony do normalnego.
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Testowanie zgodnosci srednich i wariancji
Mamy dwa niezalezne zbiory wynikow pomiarow tej samej wielkosci:
{xll, X1 x13,...x1n1} oraz {x21, Xy, x23,...x2n2}

o liczebnosciach odpowiednio Ny i Ny.
Kazdy z nich charakteryzuje sie swojg srednig i wariancja:
_1e 2

1 &
Ha —n_lgxli S = n —12 (Xli _.ul)2

_ 1 2_ 1 k R
My =13 K =53 (%~ 1,)

Chcemy wiedzie¢ czy roznice miedzy srednimi i wariancjami sg
statystycznie istotne.

1. Test zgodnosci wariancji

Zmienna F ma wartosc¢:

- _silof
5;/0;
Przy zatozeniu, ze prawdziwa jest hipoteza zerowa
2 _ 22
01 _02
F staje sie réwne
2
F=3

S,
i ma rozkfad F (Fishera-Snydecora) o liczbach stopni swobody n, -1
in,-1.

Jezeli poziom istotnosci ma wynosic¢ a (zwykle 0,05), to

P(F(n,-1n,-La/2)<F <F(n, -1,n,-11-a/2))=1-a

prawdopodobienstwo, ze przypadkowo wartos¢ F wyjdzie poza przedziat
ufnosci wynosi a.

Jezeli wyliczona dla naszych zbiorow warto$¢ F nie wypada poza
przedziatem ufnosci, to hipoteze o réwnosci wariancji przyjmujemy.

W przeciwnym przypadku odrzucamy jg i przyjmujemy alternatywng

o istotnej réznicy warianciji.
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2. Test zgodnosci $rednich dla rownych wariancji

Jezeli wariancje obu ciggow wynikow sg jednakowe, to obliczamy
Srednig wazong wariancje

n n.

Zl(xn _/11)2 + ZZ (XZi _.uz)2

2 & & 1 1
Sp = +—H
r]1""‘]2_2 N,

=" H
SD
ma rozktad Studenta o n, +n, -2 stopniach swobody w przypadku kiedy

oba ciggi pochodzg z tej samej populacji (majg te same rozkfady).

Zmienna

Jezeli hipoteze zerowg o rownosci srednich y, = u, testujemy na
poziomie istotnosci a, to szukamy przedziatu ufnosci

P(t(n, +n, -2,a/2)<t<t(n, +n,-2,1-a/2))=1-a .

Jezeli wartos¢ statystyki t wypada w tym przedziale, to przyjmujemy
hipoteze zerowag , = u,. W przeciwnym przypadku odrzucamy jg
| uznajemy Srednie za istotnie rézne.

3. Test zgodnosci srednich dla réznych wariancji

W takim przypadku wielkos¢
t = i~ Hy
Vst /g +s3/m,
ma w przyblizeniu rozktad Studenta o liczbie stopni swobody
danej wzorem

(st /my +5/n, f
s?/n", [s2/ns)
n -1 n, -1

ktorg zaokraglamy w dot do catkowitej, zeby moc skorzystac z
odpowiednich tablic.
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Monte-Carlo 2
The model of generating data points.

Using "artificial" data points generated by the computer programme it is
possible to test the proposed techniques and to compare their results. It
is also possible to prove the adequacy of formulae giving the estimations
of regression coefficients and their dispersions.
In this work data were generated according to the simple linear model of
the TL growth curve. It was assumed that

l=1,+b[D,
where: | denotes the measured TL intensity growing linearly with the
additional dose D, [, is the initial (natural) level of TL intensity and b is
the proportionality coefficient (TL sensitivity).
In the following text the above equation will be used in the rewritten form:

y=a+b[X
and the values of a and b were chosen to be equal 1

a=1, b=1
It was assumed that y values were measured for five chosen x values,
namely:

X, =i-1, i=12345
and that these measurements were repeated five times for each X; giving
25 values total.
The resulting values were obtained as follows:
Y; =1+ X, +&; +&,;, I,]=122345
or
Y =i+e;+g,;, 1,j=12345

where £'s are the pseudo random numbers taken from the normal
distribution N(0, o).
That means that the model values resulting from the eqgn. :
y, =1+ X; =i
are considered as the expected values of Yj and the added pseudo

random numbers € simulate the measurement error. It was assumed no
systematic error in Yj and that the overall error is constituted from two
components. These are the absolute error which doesn't depend on the
y value and the relative error proportional to y. The values X; were
assumed not to be subject to an error.

The programme was written in BASIC for the IBM PC/XT compatible
computer and the internal random generator was used. It gave the
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pseudo random numbers r uniformly distributed in the interval (0,1). The
simple linear transformation
12
n= Z -6

yielded pseudo random numbers 1 having the distribution which
approximates the normal N(0,1) distribution with the accuracy good

enough for the purpose of the present work (Muller, 1959). Numbers n
obtained in the described way were then used to simulate measurement

errors €, and &,. The fixed absolute error with the standard deviation o is
equal to

& =0l
and the fixed relative error (0 %) with the standard deviation proportional

to the measured value y is given by

o
€, :m(l"'xi)m]'

Therefore the final results
o 1 6 e 5 1 1
Yij _|+am;+_100[m; -|[@+—1oom §+0D1]

where ' and " are independent numbers generated for each needed
Y; value.

In the authors opinion the set of 25 "measurement results" generated in
this way corresponds well to the situation of actual TL measurements. In
practice the random errors of doses can be neglected as compared to
those of TL intensities and regarding the measurement errors as
resulting from two sources corresponding to eps1 and eps2 components
seems reasonable.

Furthermore it can be noted that doses are not individually measured
thus any random errors in their assessments propagate finally to the
apparent TL intensity errors and such a situation is also included in the
proposed model.



