Jednowymiarowe zagadnienia minimalizacji

Jednowymiarowe zagadnienia minimalizaciji.

Wczesniej zajmowalismy sie przypadkiem, w ktorym zaleznos¢ miedzy

wielkosciami mierzonymi dato sie przedstawi¢ przy pomocy funkciji:
y(x) =a,+a, &™""

Dopasowanie modelu do wynikow pomiarow okazato sie by¢ problemem
nieliniowym, prowadzgacym do uktadu trzech réwnan

Eﬁliwi"'aziwi @_aﬂi_iwi ;=0
[&12w [ +a Zw (872%™ Zw [y, @™ =0

[aIZWD(@a35"+a ZWD(@253 ZWD(E&/@‘W'—O

wyznaczajgcych minimum funkcji )(

n —a — @‘agﬁti
Xz(a11a2’a3): ZEyl al aaZ g
1=1 i

Wprowadzimy dodatkowe oznaczenia:
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Przy ich pomocy zapiszemy powyzszy ukfad trzech réwnan w postaci:

L8 [, +a,[5, =3,

i

[al [Sax + a2 [Saxx = Syax

%1 [Sxax + a2 I:Sxaxx - Sxyax = O

gdzie parametr a, jest ukryty w wyrazach postaci S, (w wyktadnikach
eksponent). Réwnania uktadu sg nieliniowe tylko ze wzgledu na ten
jeden parametr a,. Jezeli przyjmiemy, ze parametr ma ustalona wartos¢
(np. stata rozpadu izotopu jest znana), to parametry a ,a, mozemy
wyznaczy¢ rozwigzujac, na przyktad, dwa pierwsze rownania:

SySaxx _SyaxSax
al = 2
SwSaxx _(Sax)
8, = SWSan —SySaX
SWSaXX _(Sax )2
Po wstawieniu do trzeciego
SySaxx _SyaxSax |:$ SWSyEilX _SySax _S _O

S S - (S . )2 xax S S - (S . )2 Xaxx xyax

W~ axx W~ axx

| uproszczeniu otrzymujemy

(S, 500 = Sy Su )T e +(SuS 0 =S, S0 )T e = (S48 =52 )8, =0

y ~ axx yax ™ ax w ™ yax y ~ax w ™ axx ax

W naszym przypadku wyniki pomiarow i ich niepewnosci sg ustalone,
czyli lewa strona réwnania jest nieliniowg funkcjg jednej zmiennej

f(ag;{xi’YUUi}):O

Zatem tréjwymiarowe zagadnienie udato sie sprowadzi¢ do problemu
wyznaczenia miejsc zerowych funkcji jednej zmiennej.
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Miejsca zerowe funkcji jednej zmiennej
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(a) — pojedynczy pierwiastek ograniczony w przedziale (a,b)

(b) = w przypadku podwodjnego pierwiastka funkcja moze miec ten sam
znak na koncach przedziatu

(c) — przyktad funkcji z wieloma miejscami zerowymi

(d) — przyktad funkcji zmieniajacej znak w przedziale (a,b), ale nie
majgcej w nim miejsca zerowego.
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Metoda bisekcji

Przed jej zastosowaniem, nalezy znalez¢ przedziat (a,b), ktory ogranicza
miejsce zerowe, to znaczy taki, ze f(a)LF (b) <O.

+
1. dzielimy przedziat na pét ¢ = aTb i obliczamy f (C)

2. jezeli f(a)LF(c) <0, to podstawiamy b =c (w przeciwnym
przypadku a =C) i wracamy do 1.
3. konczymy jezeli f(c) =0 lub [a—b] jest dostatecznie mate.

Metoda jest pewna, przynajmniej jedno miejsce zerowe znajduje sie
w koncowym przedziale i stosunkowo szybko zbiezna. Po n krokach
szerokos¢ przedziatu zawierajgcego miejsce zerowe wynosi

d
d =—¢
n 2n
Na koncu musimy sie jeszcze upewnic, czy nie znalezliSmy przypadkiem
lokalnego maksimum funkciji )(2.
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Bezposrednia minimalizacja funkciji )(2

Xl X2

A, C, E - lokalne maksima funkgji; H — globalne maksimum w przedziale
(X1, X2).

G, B, F — lokalne minima w przedziale; D — globalne minimum funkcji w
przedziale (X4, X,).
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Metoda ztotego podziatu

Tryplet punktéw X <Y < Z ogranicza minimum funkcji jezeli

fY)<ft(X)i f(Y)<Tf(2)

Odpowiednikiem metody bisekcji jest nastepujacy algorytm lokalizaciji
minimum funkciji.
1. Mamy tryplet a <b < ¢ ograniczajacy minimum funkcji f (X)
2. Obliczamy warto$¢ f(X) w punkcie b<x<c
3. Jezeli f(b)< f(x),to nowym trypletem jest a<b <X, w
przeciwnym przypadku tym trypletem jest b < x <c
4. Znaleziony tryplet ograniczajgcy minimum funkcji zastepuje

poczatkowy w punkcie 1. i cykl powtarzamy
5. Konczymy jezeli szerokos¢ trypletu € —a jest odpowiednio mata.

Kolejne kroki lokalizacji minimum. Poczgtkowo minimum jest
ograniczone przez (1, 3, 2). Funkcja jest obliczona w 4, ktéry zastepuje
2 (1, 3, 4); nastepnie w 5, ktory zastepuje 1 (3, 5, 4); nastepnie w 6,
ktory zastepuje 4. Teraz punkty (3, 6, 5) sg trypletem zawierajgcym
minimum.
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Optymalizacja podziatu

Srodkowy punkt trypletu dzieli go tak, ze b wyznacza utamek W drogi od
adocC
b-a c—b

—— =W —=1-W.
C—a C—a
Kolejny punkt X lezy o dodatkowy utamek Z za b
X_
—b =/
cC—a

Nastepny tryplet bedzie miat szerokosé¢ W +Z albo 1-W w stosunku
do poprzedniego. Jezeli chcemy zminimalizowa¢ szerokos¢ nowego
trypletu w najgorszym przypadku, to obie szerokosci powinny by¢ takie
same

W+7Z=1-W
albo

Z=1-2W

Oznacza to, ze X powinien leze¢ w odcinku (a, C) symetrycznie do b
| wypadac¢ w wiekszej czesci tego odcinka. Jezeli poprzedni podziat tez
byt optymalny ze wzgledu na najgorszy przypadek, to X dzieli odcinek (Db,

c) w takim stosunku jak b dzieli (a, ¢)

£ -
1-W
Wartos¢ W wyznacza rownanie kwadratowe
W?-3W +1=0
co daje
w =3 _2£ ~0,38197.

Optymalny tryplet ma zatem punkt sSrodkowy we wzglednej odlegtosci
0,38197 od jednego konca i 0,61803 od drugiego. Taki punkt nazywa sie
ztotym Srodkiem, a podziat ztotym podziatem.



Jednowymiarowe zagadnienia minimalizacji

Przyktad minimalizacji jednowymiarowe;j

y(x)=a +a, ™"
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Metoda simpleks minimalizacji w wielu wymiarach

Simpleks jest tworem geometrycznym, ktory w przestrzeni n-wymiarowej
sktada sie z n + 1 punktow (wierzchotkdw) oraz wszystkich tgczacych je
odcinkow, wielokatow, itd. Na ptaszczyznie simpleks jest trojkatem,

w przestrzeni 3-wymiarowej czworoscianem. Simpleks
niezdegenerowany, to taki, ktory zawiera skonczong (n-wymiarowa)
objetosc¢. Jezeli jeden z wierzchotkdw niezdegenerowanego simpleksu
obierzemy jako poczatek uktadu, to pozostate wierzchotki wyznaczajg

N liniowo niezaleznych wektoréw w n-wymiarowej przestrzeni.

Metoda minimalizacji wymaga wybrania poczatkowego simpleksu o
n + 1 wierzchotkach. Mozemy, np. wybrac¢ jeden punkt w przestrzeni
parametrow a,, a pozostate utworzy¢ tak

a, =a, +Ae,

W kolejnych krokach simpleks jest przemieszczany w kierunku minimum
(‘w dot zbocza’). W wiekszosci przypadkow polega to na tym, ze
najgorszy wierzchotek (z najwiekszg wartoscig funkcji) jest przesuwany
w Kierunku przeciwlegtej scianki do miejsca, gdzie wartosc funkcji jest
mniejsza. Jezeli to nie daje efektu, to simpleks zostaje zmniejszany
przez Sciggniecie wierzchotkdw w kierunku najlepszego wierzchotka

(z najmniejszg wartoscig funkcji).
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@

Mozliwe wyniki kolejnego kroku simpleksu. Poprzedni simpleks
(czworoscian) jest narysowany ciggta linig. ‘Wysoki’ i ‘niski’ sg
najgorszym i najlepszym wierzchotkiem simpleksu. Simpleks nastepny
jest narysowany linia przerywana.

(a) — odbicie najgorszego punktu wzgledem przeciwlegtej Scianki

(b) — jak (a) i rozciggniecie simpleksu w tym kierunku

(c) — zmniejszenie simpleksu w jednym wymiarze przez przesuniecie
wysokiego wierzchotka

(d) — zmniejszenie simpleksu we wszystkich wymiarach przez
Sciggniecie wierzchotkdw w kierunku najlepszego wierzchotka.



