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Metoda mieszana Levenberga-Marquardta

Levenberg zaproponowat, zeby skuteczny algorytm znajdowania
minimum )(2 stosowat metode gradientu z dala od minimum i metode
rozwiniecia w jego poblizu.

Rozwiniecie funkcji X > w szereg potegowy prowadzito do rownania

macierzowego:
p=oaa, EBI. = ai.éa%
> a8,

ktorego rozwigzanie mozemy zapisac jako:
da=Pa’.
Biorac pod uwage definicje wektoréw éa i
da=a,, —a,
ﬁ_ = —E%
" 2 0q,
mozemy zapisac
_. _d=
A0~ DX (ak)aa

Ten zwigzek podaje wartosc¢ wektora parametrow a,,, w nastepnym
(k+1) kroku.

Metoda najwiekszego spadku (gradientu) prowadzita natomiast do
nastepujacej wartosci a, :

a,,, —a, —const [ﬂj)(z(ak)
Jednym z problemow przy stosowaniu tej metody jest odpowiedni dobor
statej, tzn. jak duzy powinien by¢ krok w kierunku najwiekszego spadku.
Marquardt zauwazyt po pierwsze, ze macierz krzywizny powinna
zawiera¢ w sobie te informacje w jakiejs postaci. Wymiary
poszczegolnych elementéw wektora gradientu (albo B ) sa takie jak

wymiary odwrotnosci odpowiednich parametrow 1/ a, . W przypadku
jednowymiarowym, stata powinna mie¢ zatem wymiar taki jak af. W

macierzy o. nadajagcym sie kandydatem jest odwrotnos¢ elementu
diagonalnego a;l. Zatem odwrotnosc¢ elementu diagonalnego moze
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speftniac role czynnika skalujgcego wielkos¢ kroku. Jednak sam czynnik
skalujacy moze miec¢ wartos¢ za duza, wiec podzielmy go przez
bezwymiarowy czynnik A, ktéremu w razie potrzeby mozna nadac¢ duzg
warto$¢ A >>1, zeby skroci¢ kolejny krok. W tej sytuacji zwigzek miedzy
wielkoscig kroku w kierunku a. a sktadowa wektora B (p=-1/2 Cx?)
mozna zapisac:

50, =, albo B, = Aai,d,
Aa

ii

Kolejng rzeczg zauwazong przez Marquardta byto, ze oba podejscia da
sie praktycznie potgczyé zmieniajgc definicje elementéw diagonalnych
macierzy a.:

a' =a, (1+A)

a}zay (i %))
| zapisujgc odpowiednie rownanie w postaci

B=daa EBZ. = Zalif 6@%

Zmieniajgc warto$¢ czynnika A od wartosci bardzo duzych do zera
przechodzimy w sposob ciggty od metody najwiekszego spadku

(gradientu) do metody rozwiniecia funkcji )(2.

Algorytm Marquardta przedstawia sie nastepujgco:

= Wybierz poczatkowe wartosci parametréw a i oblicz warto$é x*(a)

= Wybierz jakas$ rozsgdng wartos¢ A, np. A =0,001

» (*) Rozwigz odpowiednie rownanie macierzowe (uktad rownan
liniowych) znajdujac 8a =B '™ i oblicz x*(a + da)

« Jezeli x°(a+da)= x°(a), to zwieksz A o czynnik 10 i wréé do (*)

= Jezeli x°(a+6a) < x’(a), to zmniejsz A o czynnik 10, uaktualnij
wartosci parametrow a — a +90a i wrdé do (¥)

= Jezeli w kolejnych krokach wartosc )(2 zmniejsza sie w sposob mato

znaczacy (np. A)(2 <0,1), to konczymy proces iteracji, ustalamy

A =0 i obliczamy macierz kowariancji € = a’ znalezionych
parametrow a.
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Praktyczna uwaga dotyczgca obliczania wartosci elementéw macierzy
krzywizny o.

Z uwagi na definich funkcji )(2
0°x° 1 Dy(x.;a) dy(x,;a 0°y(x ;a)]
5 X :2 Dy( ) y( ) [V y(x,,a)] y(z )D
a,0a, 4o’ 0a, da, Oa,0a, ]
elementy maC|erzy o powinny by¢ réwne:
1 [8y(x,;a)0y(x,;a 0%y(x.;a)0
Dy( ) y(z ) LV y(x,,a)] y(z )D
o’ 0a, 0a, 0a,0a, []

akl -

W duzej liczbie zastosowan praktycznych wartosci te oblicza sie z
pominieciem drugich pochodnych:

1 (By(x,;a) dy(x,;a)0
= 0,.2 E da, 0a, %
Za takim rozwigzaniem przemawia kilka wzgledow. Pominiecie drugich
pochodnych w definicji upraszcza obliczenia i skraca czas realizacji
algorytmu. Zwykle krzywizna funkcji zmienia sie wolniej niz sama

funkcja, co oznacza, ze wartosci drugich pochodnych sg mniejsze od
wartosci pierwszych pochodnych. Mozna sie spodziewac, ze (dla

Ly, —y(x;2)00

o2

1

oznacza, ze spodziewana warto$¢ sumy

ki

dobrych a) wartosci []majg rozktad normalny N (0,1), co
Ll

1 0%y(x;; . .
Z Ey - y(x,;a)| =2 y (x, 2) - rjpowinna by¢ bliska zeru, a w kazdym
D

razie ma’ra w poroéwnaniu z plerwszym sktadnikiem
1 DBy(x,;a) dy(x,;a)0
£ o? E Oa, 0a, E}

Okazuje sie dodatkowo, ze jesli model (wartosci a) jest Zle dobrany albo
dane zawierajg wartosci odstajgce, to uwzglednienie drugich
pochodnych moze prowadzi¢ do destabilizacji procesu iteracji (braku
zbieznosci).
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Metody estymacji parametrow odporne na odstepstwa od rozkiadu
normalnego.

Zatbzmy, ze btedy pomiarowe podlegajg pewnemu rozktadowi, ktéry nie
jest normainy.

0,45

0,40

0,35 -

0,30 +

0,25

0,20 +

0,15

0,10 +

0,05 -

0,00 F==———== = — ‘ = = —




Dopasowanie dowolnej funkcji do danych pomiarowych. Czes$c¢ 2. 5

Niech

Py, y(x,;a))
jest rozktadem gestosci prawdopodobienstwa mierzonej wartosci y,.
Dobierzmy dodatkowo pewng funkcje ,o(yl. : y(xl.;a)) taka, ze

(v, y(x;;a)) =exp[- p(v,, y(x,;2) )

Na przyktad, dla rozktadu normalnego bytaby to funkcja

p(y,-,y<x,-:a>):§%" AR g +Info,v27)

i

W takim przypadku, stosujgc metode najwiekszej wiarygodnosci, funkcje
wiarygodnosci moglibySmy zapisa¢ w nastepujgcej postaci:

p= |j{exp[— p(v,, y(x,;2))|5} .

Postepujac dalej tak jak przy wprowadzaniu MNK zauwazamy, ze
maksymalizacji funkcji wiarygodnosci odpowiada minimalizacja wartosci
nastepujacej sumy:

Z p(y, y(x,;2)).

Czesto jest tak, ze wartosc¢ funkcji O nie zalezy niezaleznie od obu
swoich argumentéw — wartosci zmierzonej y, i oczekiwanej y(x,) — ale
raczej od ich réznicy (przynajmniej po przeskalowaniu pewnym
czynnikiem wagowym O, przypisanym kazdemu punktowi). W takim

przypadku o wyznaczanych estymatorach mowimy, ze sg lokalne, a
problem sprowadza sie do minimalizacji sumy:

T

gdzie p(z) jest funkcja tylko jednej zmiennej z = [V,- - y(x, )]/Ul. :
Wprowadzmy jeszcze oznaczenie

W(z) =

dP(Z)




Dopasowanie dowolnej funkcji do danych pomiarowych. Czes$c¢ 2.

Wtedy odpowiednikiem uktadu m rownan dla wyznaczenia parametrow
{ak} staje sie:

O: - inYi_y(xi) y('xi;a)é k:].,...,m.
& O, g, | Oa,

Dla specjalnego przypadku rozktadu normalnego /(z) = z i uktad
réwnan jest taki sam jak dla MNK.

Dla rozktadu podwojnego wyktadniczego estymator najwiekszej
wiarygodnosci jest otrzymywany przez minimalizacje sumy
bezwzglednych odchylen (wazonych). Ogony rozktadu, chociaz malejg
wyktadniczo, to jednak dla kazdej wartosci odchylenia dajg wartos¢
wiekszg niz funkcja rozktadu normalnego.

Jezeli btedy majg np., rozktad podwaojny wyktadniczy
i (xi)
P(yi _y(xi)) [ E‘XpE‘ &

wtedy |
p(z)=|z]  W(z)=sgn(z)
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Jeszcze bardziej rozlegtym rozktadem, ktory w niektorych przypadkach
moze byc¢ bardziej realistyczny, jest rozktad Lorentza (Cauchy’ego):

1
P(yi ) y(Xi)) . 1+ %(y,- -yﬁxi))z
Dla rozktadu Lorentza |

p(z)=Infl+122) y(z)=

z

1+1z°

0= \ iw%yi_J’(xi)%ay(xi;a)E
i= Ul' U,’ aak

wartosc¢ funkcji (J petni role swego rodzaju czynnika wagowego, ktorego

W réwnaniu

—y(x;a)0
warto$¢ zalezy od odchyiki Sy’ y(x;;a) 1 Dla btedéw o rozktadzie
0 0 L]

normalnym ta waga jest tym wieksza im wieksza odchytka. Dla rozktadu
podwojnego wyktadniczego wagi sg wzglednie jednakowe i pod uwage
brany jest tylko znak odchytki. Wreszcie dla rozktadu Lorentza, z
najbardziej wyrazistymi ogonami, waga najpierw rosnie, a nastepnie
maleje ze wzrostem odchyiki tak, ze punkty bardzo odchylone (wyniki
naprawde odstajgce) praktycznie nie sg brane pod uwage.
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Dopasowanie linii prostej przez minimalizacje bezwzglednych
odchytek

Przyjmujemy model w postaci:

v(x;a,b) =ax+b
| zaktadamy dalej, ze niepewnosci wszystkich pomiarow sg jednakowe,
to znaczy wszystkie 0, =0 .

Parametry a i b wyznaczamy minimalizujgc sume odchytek
bezwzglednych:

n

. —ax, —b‘.

Wykorzystamy fakt, ze dla zbioru punktow ¢, ich mediana c,, jest
wielkoscig minimalizujgcg sume odchylen bezwzglednych:

n

¢ —c,|.

1=

Dowdd dla mediany
d

dc

die,=ey| _ & _
dc,, Z( sgn(c; CM))

Y o

ngn(ci -c,,)=0

1=

Wynika stad, ze dla ustalonego a wartoscig b, ktéra minimalizuje sume
bezwzglednych odchytek jest

b= mediana{yl. - ax}

Rézniczkujgc sume ze wzgledu na parametr a otrzymujemy warunek

4 Yi T ax, _b‘gz Z(_xisgn(yi —ax, _b)):

Podstawiajac wynik otrzymany dla parametru b otrzymujemy réwnanie z
jedng niewiadoma a:
Z x,sgn(y, — ax, — mediana{y, —ax})=0

ktére mozna rozwigza¢ metodami numerycznymi.
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Przyktad
Model
y=10+2,5x
normalny N(0;1) 90% %2
rownomierny Pg(0,1) 10% x20
i N(0,1) Pr(0,1) Ei Xi Y;
1 0,1000 0,5519 0,200 1 12,700
2 -0,1010 0,3616 -0,202 2 14,798
3 -1,3275 0,9921 -26,551 3 -9,051
4 -0,0445 0,2084 -0,089 4 19,911
5 0,1433 0,8761 0,287 5 22,787
6 0,7632 0,5023 1,526 6 26,526
7 0,6594 0,4973 1,319 7 28,819
8 0,1705 0,1077 0,341 8 30,341
9 0,2115 0,3413 0,423 9 32,923
10 0,2529 0,3927 0,506 10 35,506
40
30 ~
20 -
10 -
0 T T T T T
D 2 4 6 8 10
-10 - u
-20
MNK

a=33912 b=28743

Minimalizacja sumy bezwzglednych odchytek
a=2,5824 b=9,6814
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Numeryczne rozwigzanie rownania

f(a)= iXi sgn(y, — ax, —medianafy, —ax})=0

f(a)
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