Dopasowanie dowolnej funkcji do danych pomiarowych

Dopasowanie dowolnej funkcji do danych pomiarowych.

Do tej pory staralismy sie dopasowac do wynikow pomiarow funkcje
0 0golnej postaci:

y(x) = ;a fL (%),

zawierajgce M nieznanych parametrow a,...a, . ZaktadaliSmy przy tym,
ze same funkcje f, (X) nie zawierajg tych parametréow. Minimalizacja
funkcji )(2 (MNK) prowadzita do uktadu m réwnan liniowych ze wzgledu
na te parametry, ktére mozna rozwigza¢ metodami algebraicznymi.
Dlatego zagadnienie dopasowania funkcji y(X) = Z a, f (x) do
wynikow pomiarow nazywa sie zagadnieniem liniowym.

W przypadku dopasowania dowolnej funkcji uktad réwnan okreslajgcych
warunek minimum )(2 jest najczesciej nieliniowy wzgledem szukanych
parametrow a,,...,a,,. Taki uktad nie moze by¢ rozwigzany metodami
Scistymi.

Metoda najmniejszych kwadratow (MNK)

Funkcja wiarygodnosci w takim przypadku ma ogc’)lnq postac

P(@,.... m,{x.,y.,ay,b—rjﬁﬁﬁg '3 Ey. y(x) E

gdzie y(X) jest dowolng funkcjg majacg m parametrow a,,a,,...,a_,

ktore dopasowujemy tak, zeby zmaksymalizowaé prawdopodobienstwo
P.
Maksymalizacji prawdopodobienstwa P odpowiada minimalizacja

wyktadnika eksponenty, czyli )(2.
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Dopasowanie dowolnej funkcji do danych pomiarowych

W minimum musi by¢ spetniony uktad m réwnan o postaci:
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Zachowanie sie funkcji x> w poblizu minimum
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Dopasowanie dowolnej funkcji do danych pomiarowych

Dla uproszczenia rozwazymy zaleznosc¢ )(2 od tylko jednego parametru

a, . )(2 jest funkcjg analityczng (jezeli tylko nasz model wyraza sie
funkcjg analityczng) i mozna jg rozwing¢ w szereg potegowy wokét
minimum przypadajacego dla wartosci a',:
2 25,2
Xz(a|) = Xz(a'| H%(a' —a) )+%aaTXI2(a| —a )2 t...
Dostatecznie blisko minimum mozemy poming¢ wyrazy wyzszych
rzeddéw i wykorzystac fakt, ze w samym minimum znika pierwsza

pochodna.
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Dopasowanie dowolnej funkcji do danych pomiarowych

Z drugiej strony, jezeli rozwazymy zachowanie sie funkcji wiarygodnosci
wokot wartosci @', to dla dostatecznie duzej liczby n punktéw bedzie

ono zblizone do funkcji rozktadu normalnego Gaussa

P(al) — Ae‘(a| -a))? /207
a warto$¢ x> mozna alternatywnie przedstawié jako

X' =-2mn[P(a,,...a, ] +25 In(o,~2m)
Po podstawieniu otrzymujemy rownanie
' 2
X2 = M +C
GI

przedstawiajgce zaleznosc¢ )(2 w poblizu minimum od zmian wartosci
parametru a,. Wynika z niego, ze w poblizu minimum funkcja )(2

zachowuje sie jak funkcja kwadratowa (zgodnie z tym co niezaleznie
wynika z rozwiniecia w szereg potegowy) oraz, co wazne z praktycznego

punktu widzenia, zmiana wartosci parametru 8 o £ 0, w stosunku do
optymalnej a', powoduje wzrost x> ol.
Przez poréwnanie mozemy jeszcze zapisac
10°x> 1
202> o
otrzymujac zwigzek migdzy wariancjg parametru @, a krzywizng funkgciji

x> w minimum:
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Uzasadnienie na przyktadzie wyznaczania wartosci srednie;.
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Zauwazmy, ze
(yi - a)2 = (a""gi - a)2 = (a'_a)2 + 2(‘?J\'_a')"?i +g;
gdzie a' jest optymalng wartoscig dopasowywanego parametru (czyli
$rednig) a £ ma rozktad N(0,0).
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Dopasowanie dowolnej funkcji do danych pomiarowych

Metody minimalizacji polegajg na przeszukiwaniu przestrzeni
parametrow {al,az,aj | znalezieniu w niej punktu, w ktoérym (z

dostateczng doktadnoscia) wartosé funkcji x° osiaga globalne
minimum, albo na przyblizonym rozwigzaniu uktadu réwnan nieliniowych.

Metoda siatki (niezaleznych kierunkéw) jest bardzo prostg metoda,

przydatng w sytuacji, gdy zaleznos¢ )(2 od kazdego z parametrow a,

stabo zalezy od wartosci pozostatych parametréw. Funkcje )(2
minimalizujemy po kolei wzgledem kazdego parametru oddzielnie,
powtarzajgc operacje do osiggniecia zaniedbywalnie matych zmian )(2.

1.

Wybieramy poczatkowe wartosci {a J}o’ to znaczy punkt
poczatkowy w przestrzeni parametréw i wartosci kroku dla
kazdego parametru Aa ; oraz obliczamy )((f w punkcie
poczatkowym.

Powigkszmy parametr a, o = Aa, i obliczamy )(12 (znak dobrany

tak, zeby zmniejszy¢ x°).
Powtarzamy krok 2. do momentu, kiedy X przestaje sie

zmniejszac. Wzrost )(2 oznacza przekroczenie ,dna doliny”

| wspiecie sie po drugiej jej stronie.

Do ostatnich trzech potozen (i odpowiadajgcych im wartosciom
)(2) obejmujgcych minimum w kierunku ,marszu” dopasowujemy
parabole. Minimum dopasowanej paraboli przyjmujemy jako punkt
poczatkowy dla minimalizacji wzgledem kolejnego parametru.
Powtarzamy kroki 2., 3. i 4. minimalizujac )(2 po kolei dla kazdego
parametru.

Catg procedure powtarzamy, az do zlokalizowania minimum z
pozgdang dokfadnoscia.
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Metoda najwiekszego spadku (gradientu) wykorzystuje fakt, ze wektor
gradientu funkcji x’

2

<

ot

Ox? = €,

— —0a.
J=l i
wskazuje kierunek najwiekszego wzrostu. Kierunek przeciwny do zwrotu
wektora gradientu jest kierunkiem najwiekszego spadku. Zatem zmiana

poczatkowych wartosci parametréw
a ., =a,—constx(a,)

iy

gwarantuje zmniejszenie wartosci )(2. Problemem jest odpowiednie
dobranie wielkosci mnoznika oraz fakt, ze blisko minimum gradient ma
bardzo mate wartosci i staje sie praktycznie bezuzyteczny (w minimum
gradient znika).

Metoda rozwiniecia funkcji )(2 polega na zastgpieniu doktadnej postaci
tej funkcji (i odpowiadajacej jej hiperpowierzchni w m-wymiarowe;j
przestrzeni parametrow) jej rozwinieciem w szereg z wyrazami do
drugiego stopnia wtgcznie (czyli paraboloidalng powierzchnig drugiego
stopnia).

L; s 9’
2Dx§+zaﬁ ZZTXO 5a6akm
& P2, 2 a0
Wartosci )(2 I jej pochodnych po prawej stronie sg obliczone w punkcie
poczatkowym a,, przyrosty 5aj sg zdefiniowane jako:
&, =a;-4q,
Wartos¢ )(2 po lewej stronie jest funkcjg m przyrostow parametréw da -

Minimum tej przyblizonej funkciji )(2 (powierzchni paraboloidalnej)
wyznaczajg warunki

Uo -0 4§ 09X 5 =g, k=1,

0(da,) O0a, Jz%a da, [

ktore tworzg uktad m réwnan liniowych wzgledem przyrostéw 5aj :
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Jezeli oznaczymy
g =-10X 10°x,
“ 20a, 2 0a,0a,
to uktad rownan mozemy zapisa¢ w postaci uktadu macierzowego.

Bp=0%aa

Przykfad.

W pracowni fizycznej wyznacza sie state zaniku izotopow
promieniotworczych srebra aktywowanego strumieniem neutronow
zliczajgc impulsy licznika G-M rejestrujgcego promieniowanie emitowane
z ptytki srebrnej. Na podstawie prawa zaniku promieniotworczego
przewidujemy, ze liczba zliczeh w kolejnych jednakowych odstepach
czasu bedzie sie zmieniata jak funkcja:

y(x)=a, +a, @ " +a, @*"
gdzie Y(X) jest oczekiwang liczbg impulséw zarejestrowanych
w kolejnym odstepie czasu, po czasie X od momentu rozpoczecia
pomiaréw. @, - ma sens biegu wiasnego licznika (tta), a,, a, -
poczatkowej liczby zliczen od kazdego izotopu, a,, a. - szukane state
zaniku. Ze wzgledu na fakt, ze funkcja Yy(X) zalezy nieliniowo od
parametrow a, i a,, dopasowanie tej funkcji do danych doswiadczalnych
jest zagadnieniem nieliniowym.

Dla uproszczenia rachunkow uwzglednimy tylko jeden izotop.
Funkcja )(2 ma nastepujacg postac

n —a — @‘asﬂi
X2(a17a27a3): ZEy' al O_éz é

1
Warunek jaki muszg spetnia¢ wartosci parametréw w minimum da sie
zapisac jako uktad trzech rownan:
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Po uproszczeniach i przy zatozeniu, ze a, # 0 otrzymujemy
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H
uktad trzech rownan nieliniowych wzgledem parametru a,.



Dane liczbowe do przykfadu w wyktadzie 10

Dane liczbowe do przyktadu w wyktadzie 10.

Xj - CZas, S y; - liczba impulsow o(y;) - niepewnos¢
15 775 27,84
30 479 21,89
45 380 19,49
60 302 17,38
75 185 13,60
90 157 12,53
105 137 11,70
120 119 10,91
135 110 10,49
150 89 9,43
165 74 8,60
180 61 7,81
195 66 8,12
210 68 8,25
225 48 6,93
240 54 7,35
255 51 7,14
270 46 6,78
285 55 7,42
300 29 5,39
315 28 5,29
330 37 6,08
345 49 7,00
360 26 5,10
375 35 5,92
390 29 5,39
405 31 5,57
420 24 4,90
435 25 5,00
450 35 5,92
465 24 4,90
480 30 5,48
495 26 5,10
510 28 5,29
525 21 4,58
540 18 4,24
555 20 4,47
570 27 5,20
585 17 4,12
600 17 4,12
615 14 3,74
630 17 4,12
645 24 4,90
660 11 3,32




Dane liczbowe do przykfadu w wyktadzie 10

675 22 4,69
690 17 4,12
705 12 3,46
720 10 3,16
735 13 3,61
750 16 4,00
765 9 3,00
780 9 3,00
795 14 3,74
810 21 4,58
825 17 4,12
840 13 3,61
855 12 3,46
870 18 4,24
885 10 3,16
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Dane liczbowe do przykfadu w wyktadzie 10 4
Dopasowanie dwoch eksponent i tta
do wynikow pomiarow aktywnosci
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Rozrzut reszt dopasowania wokot zera
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Rozrzut unormowanych reszt dopasowania wokot zera
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