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Testowanie jakosci dopasowania.

Test yz jakosci dopasowania

Metoda najmniejszych kwadratow opiera sie na zatozeniu, ze najlepszg
funkcjg opisujacg zaleznos¢ miedzy wielkosciami jest taka, ktéra
minimalizuje wazong sume kwadratéw odchylen wartosci y, od

dopasowywanej funkgcji y(x;). Te sume mozna scharakteryzowac

wielkoscig wariancji dopasowania s°, ktéra jest estymatorem wariancji
danych 0. Dla funkcji y(x,), liniowo zaleznej od m parametrow i
dopasowanej do n punktow, mamy:
1 Z{(1 O-lzbl_y('xl)]} 1 n 5
s = = n - W[yi_y(xi)]

T m)y (e?) Vi

i=1
gdzie czynnik V = n —m jest liczbg stopni swobody dopasowania funkc;ji
o m parametrach do n punktéw, a czynniki wagowe dla kazdego punktu

Wynoszg
/ 2

Z (i/o?)

i sg rowne odwrotnosciom wariancji 1/ 0, opisujacym niepewnosci
pomiarowe dla tego punktu unormowanych do sredniej z wszystkich
czynnikdw wagowych (Z w, = n)

Wariancja dopasowania jest rowniez scharakteryzowana przez samg
warto$é x°:

© 1 , U
Z D_[yi _y(xi)] %

gdzie
y(x;) = Zajfj(xi)

Zwigzek miedzy s° a X’ najwyrazniej widaé, jezeli poréwnaé s° ze

zredukowana X.:
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albo

gdzie <01.2> jest wazong srednig indywidualnych wariancji:

Z%E’ E=%le )
58

i jest rowne 0> w przypadku gdy wszystkie niepewnosci sg jednakowe
g, =0.

I:II:II:I

Wariancja 0> charakteryzuje rozktad jakiemu podlegaja wartosci
wielkosci mierzonej — jest miarg rozrzutu wartosci mierzonych — i nie
moze by¢ miarg jakosci dopasowania. Z drugiej strony estymator

wariancji dopasowania s> wzgledem dopasowanej funkcji jest miarg
rozrzutu zaréwno samych danych jak i jakosci dopasowania. Zatem

okreslenie )(2 jako stosunku wariancji dopasowania s° do wariancji
samych danych 0> pomnozonego przez liczbe stopni swobody robi z
niej wygodng miare jakosci dopasowania.

Jezeli dopasowana funkcja jest dobrym przyblizeniem rzeczywistej

zaleznosci, to wartosé s° powinna zgadzac sie z wartoscig o’ a
warto$é zredukowana X_. powinna by¢ okoto jednosci, x> =1. Jezeli
dopasowana funkcja nie jest wtasciwa dla danych punktow, to réznice

— y(x,) beda wieksze i wieksza bedzie wariancja dopasowania dajgac
warto$é X wieksza od jednosci. Warto$é X2 mniejsza od 1 nie
oznacza koniecznie lepszego dopasowania — jest prostym
odzwierciedleniem faktu, ze wartosci s° i X sa tez zmiennymi losowymi
| fluktuujg od jednej serii pomiarowej do drugiej. Bardzo mata warto$é
)(V2 moze oznaczaé pomytke przy ustalaniu niepewnosci wartosci
wielkosci mierzonej.
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W tablicach statystycznych mozna znalez¢ wartosci dystrybuanty
rozktadu )(2 i obliczy¢ prawdopodobienstwo:

P (X*V) = [Py (x%v) dx’,
XZ

ze przypadkowy zestaw danych wylosowanych z rozktadu wyjsciowego
da wartos¢ )(2 réowng lub wiekszg od dane.

W przypadku wtasciwego doboru funkcji i dobrego dopasowania
doswiadczalna wartos¢ )(V2 powinna by¢ bliska oczekiwanej

i prawdopodobienstwo PX (Xz;v) powinno wynosic¢ okoto 0,5. Gorsze

dopasowanie da powiekszong wartos¢ )(f, a odpowiednie
prawdopodobienstwo bedzie mniejsze.

Trzeba pamietaé o pewnej dwuznacznosci )(VZ, ktéra jest zalezna
zaréwno od danych pomiarowych i od wybranej funkcji, a zatem nawet
wiasciwie dobrana funkcja moze da¢ czasami duzg wartos¢ )(f.
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Wspotczynnik korelacji liniowej

Dane pomiarowe skfadajg sie z par zmierzonych wartosci wielko$ci
fizycznych {xi,y} . Zanim dopasujemy do nich funkcje liniowg (lub
jakakolwiek inng), powinnismy zapytac, czy miedzy mierzonymi
wielkosciami w ogole wystepuje jakas zaleznosc¢ fizyczna.

Jezeli zatozymy, ze wielkos¢ Y jest wielkoscig zalezna, to chcielibysmy

wiedzie¢, czy dane dajg sie przedstawic¢ przy pomocy funkcji liniowej
y=ax+b

Poprzednio otrzymalismy analityczne rozwigzanie dla najlepszej (w

sensie metody minimalizacji )(2) parametru a, ktory jest

wspotczynnikiem kierunkowym dopasowanej funkciji

nyxy,—)Xx )J

2 2
n Z Xi — (Z xi)
(czynniki wagowe zostaty opuszczone dla lepszej przejrzystosci wzoru).
Jezeli wielkosci X'i Y sg niezalezne od siebie, to rowniez niezalezne i
nieskorelowane sg wyniki pomiarow. Nie powinnismy obserwowac
zadnej tendencji wzrostu (lub zmniejszania sie) wartosci y wraz ze

wzrostem x, a wspotczynnik kierunkowy a wyniesie 0.

a:

Poniewaz interesuje nas wzajemna relacja miedzy wielkosciami Xi Y, to
réwnie dobrze mozemy zapytaé o zaleznos¢

x=ay+b'.
W tym wypadku parametry a' i b' bedg miaty inne wartosci (i wymiary),
ale jezeli dane sg skorelowane, to powinien miedzy nimi zachodzi¢ jakis
zwigzek. Dla parametru a' mozna otrzymaé rozwigzanie w postaci

e nYy Xy, =Y Xy
ny 2= (S »)

i jesli dane nie sg skorelowane, to znowu wspdtczynnik kierunkowy
odwrdconej zaleznosci powinien wynosic¢ a'=0.
Jezeli dane sg zalezne w sposob catkowicie jednoznaczny (catkowicie

skorelowane), to powinien zachodzi¢ zwigzek
1 b'
y=—x-——=ax+b
a a
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oraz réwnos$¢ wspotczynnikow
1 b'

' '

a a
W przypadku catkowitej korelacji a a'=1. Jezeli nie ma zadnej korelacji,
to oba wspotczynniki sg zerami i zwigzek powyzej w ogole nie zachodzi.
Jezeli zdefiniujemy, jako miare korelacji liniowej, wielkos¢ r

r’=aad
albo

nY XY=y XYY,
Ay -GSy ()

Wspotczynnik korelacji » przyjmuje wartosc:| od 0, w przypadku braku
korelacji, do +1 przy catkowitej korelacji. Znak nie jest istotny dla
istnienia korelacji, wazna jest natomiast wartos¢ bezwzgledna

wspotczynnika.

Najczescigj istnienie korelacji testujemy poréwnujgc otrzymang wartosc
r z rozktadem prawdopodobienstwa dla populaciji, ktora jest catkowicie
nieskorelowana. Poréwnanie daje nam informacje, czy jest
prawdopodobne, ze analizowane dane mogty zosta¢ wylosowane z
populacji nieskorelowanej. Jezeli prawdopodobienstwo przypadkowego

otrzymania wartosci réwnej lub wigkszej od |r| (lub réwnej lub mniejsze;j
od —|r| ) jest niewielkie, to mamy prawo sadzi¢, ze nasze dane sg
skorelowane.

Wspotczynnik korelacji liniowej (w przypadku braku korelacji miedzy
zmiennymi) ma nastepujgcy symetryczny rozktad prawdopodobienstwa:

| I‘[(v +1)/2] o\
pr(‘xﬁv)_\/ﬁ |_(V/2) (1 x)

Tablice statystyczne podajg wartosci prawdopodobienstwa dla »
nieskorelowanych par wartosci

P (r;n)= P[(x > |r|) [] (x < —|r|)] = ZT[pr (x;n—2)dx

(W przypadku zaleznosci liniowej liczba stopni swobody V =n—2.)
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Przyktad

1.
Dla danych liczbowych z przyktadu pomiaréw spadku napiecia wzdtuz
drutu oporowego otrzymujemy

_ DX XD
\/an (5 x) \/”ny—(Zy,-)z

_ 9%779,3-450,0 12,44
J9%28500 - (450,07 /9x21,32 - (12,44)’

=0,9994
W tablicach znajdujemy dla n =9 wartos¢ P.(0,898; 9) = 0,001.
Oznacza to, ze. P.(0,9994; 9) < 0,001

2.
Dla danych liczbowych z pomiarow liczby impulséw licznika G-M
w funkcji odlegtosci preparatu otrzymujemy:

D WD WXV T Y WX Y W,
s S v —(§ v F3 w S ot (3 v}
_ S,S, =S8,

V5.5, ~(s.7 )<(s.s, -(5.F)

' 0,03570%81,02 - 0,1868x10,0 ‘
J10,03570x1,912 - (0,1868)" ) (0,03570%3693,0 - (10,0)’ )

=0,9938
Dla n =10 w tablicach znajdujemy
P (0,9938;10) < P.(0,872;10) = 0,001.

W obu przyktadach odpowiednie prawdopodobienstwa sg na tyle mate,
ze z duzg pewnoscig mozemy uznac istnienie korelacji miedzy
mierzonymi wartosciami.
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Wspotczynniki korelaciji liniowej miedzy wieloma zmiennymi

Jezeli zmienna zalezna jest liniowg funkcjg wiecej niz jednej zmiennegj
niezaleznej,

Yi=a,tax, ta,x, tax;t...
to mozemy sprawdzac korelacje miedzy {yi} a kazda ze zmiennych
niezaleznych {xl.j} (pierwszy indeks oznacza numer pomiaru, a drugi
zmiennej niezaleznej). Nie ma znaczenia, czy x; sq oddzielnymi

zmiennymi, potegami x,, czy dowolnymi funkcjami f](xl)

Wprowadzimy pojecie kowariancji z proby S

1 _ _
E;[(xy _ijxik _xk)]

gdzie odpowiednie Srednie wynoszg oczywiscie:
l « I ¢

X :;;xij X :;l_: X
(wagi sg pominiete, zeby nie komplikowaé formy wzoréw).

Przy takim podejsciu estymatorem wariancji z proby j-tej zmiennej jest

1 n

2 — — —

5 =% T 2 (x,.j ‘xj)

Trzeba zwroéci¢ uwage, ze wariancje z prob sg miarg szerokosci
przedziatdw zmiennosci odpowiednich zmiennych i nie maja nic
wspolnego z niepewnosciami, z jakimi mierzymy ich wartosci.
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Zauwazmy, ze

1 n
s, =E—— X. —X.AX, —X )]
Jjk _ Z[( ij jX ik k
n—14%
1 n
= — (xi].xik =X Xy T XX, +xjxk)
n =
1 n
= (xyxl.k =X X, XX, +xjxk)
n =
n n n n
_ | : IR
n = i= i= i=
1 n n n n |:|
=——) XX ~X, xlk—kaxij+x]kaIH
n =T T=T = =
I R R O
= XXy —X, X, —X, nX; TX xkn%
= — X. X, —NnNXx = — XX, —— X X
_ ij ik J k% _ ij ik Z i zkH
n =T n—1M5 nie o =

Porownujgc to z wzorem definiujgcym wspodtczynnik korelacji

r=-— nEXiyi_yxiEyi .
ORI ORI,

ktory po podzieleniu licznika i mianownika przez n przyjmuje postac

r=— iny,.—% xizyi |
ORISR ERVER)

mozemy przez analogie zapisac

r, = Sk
jk '
s, L§,

Vi jest wspotczynnikiem korelacji liniowej z proby miedzy dwoma

dowolnymi zmiennymi X, i x, . Podobnie wspotczynnikiem korelacji

miedzy j-tq zmienng X, a zmienng zalezng y jest
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W szczegolnym przypadku dopasowania wielomianu y(x) = ; a,x’,

kolejne zmienne x; sg potggami zmiennej niezaleznej x
-
X; = X;

| wspotczynnik korelacji miedzy zmienng zalezng i j-tym sktadnikiem
wielomianu wynosi

S .
po=_
Jy Sjlj,y
gdzie
NI A
S?:L xf’—lEZx;’gD
n—1 n & 0
1 e 1 [ U
Siz— yl.z——EZyigD
n-—1 ni=  0fF
1 1 ; H
]y 1§ yz n;x Zyla

Jezeli niepewnosci punktéw pomiarowych nie sg wszystkie jednakowe,
to musimy uwzgledni¢ odpowiednie wagi statystyczne w definicjach
wariancji, kowariancji i wspotczynnika korelacji z proby. Wzory na
wartosci wspotczynnikow korelacji w formie

T ik

s, L§,

pozostajg niezmienione. Wzory na wariancje i kowariancje z préby
muszg 9natomiast byc zmodyfikowane'

n— IZ% Xij _x)(x _xk)D

O'
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Z (i/o?)

Srednie X, i X, sg tez wazone

_yp U
o IZ _x‘,-)za
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