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Dopasowanie funkgcji liniowej i wielomianu

Dopasowanie funkciji liniowej

Zmienna Y jest liniowg funkcjg X

Y=A +ALX
Wyniki pomiaréw Y maja rozktad normalny o dyspersji 0, , ktora w
0golinym przypadku rowniez zalezy od X . Wartosci X nie sg obarczone
btedami lub, w najgorszym wypadku, mozna je poming¢ w poréwnaniu z
btedami pomiaru wielkosci Y . W wyniku wykonanych pomiaréw
dysponujemy zestawem wartosci

{Xi ? yi ? in }
gdziei=1,...,n, a o, sa dyspersjami wartosci mierzonych . .

Do znalezienia estymatoréw a, i a, parametrow A, i A mozemy
wykorzysta¢ Metode Najwiekszej Wiarogodnosci. Odpowiednie
prawdopodobienstwo bedzie teraz wynosi+o

O (y, -a, —a,x )2
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Maksymalizacja tego prawdopodoblenstwa odeW|ada minimalizacji

funkcji
a, —a,Xx
X (ao,al,{xl,yl,a DE ZEY. E
y.

ze wzgledu na wartosci a, i a,.

Szukamy zatem rozwigzania uktadu rownan
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Mozna je przeksztatci¢ w uktad rownan liniowych dla szukanych
estymatoréw a, i a,

oo T R ]
2o R TR

Wprowadzamy nastepujace oznaczenia
w, =1/o;

Sxy = Z i iyi
i przy ich pomocy zapiszemy rozwigzanie uktadu
S, S, —-S S

XXy X~ xy
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W = XX
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w™ xy
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Wariancje estymatorow ajo i Ga1 mozna ustali¢ podobnie jak
poprzednio, korzystajac z reguty propagacji wariancji
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W tym celu nalezy znalez¢ pochodne czastkowe a, i a, wzgledem
wszystkich ..

da, _W.S_ —WXS,

dy, S,S,-S:

08, _ W;X;S —WS

11w

ay SwSxx _Sf

Po podstawieniu i wykonaniu przeksztatcen otrzymujemy
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Jezeli parametry zaleznosci Y od X sg wielkoSciami, ktore mamy
wyznaczy¢ na podstawie wynikow pomiarow {X., V. ,0, }, to mozemy

zapisac:
N S S, =SS, u(a) = S,
" SWSXX S)f , " B SWSXX _Sf
S, S, -S.S S
a =—>—2 u@)= |[—r—
1 SWSXX_S; ( 1) SWSXX_S)f

Przyktad. Rozktad Poisson'a - dopasowanie linii prostej

W pomiarach zaleznosci intensywnosci promieniowania od odlegtosci r
od zrodta rejestrowane szybkosci zliczen, o rozktadzie Poisson'a, zalezg
liniowo od odwrotnosci kwadratu odlegtosci. Rejestracja przebiega w
statych odcinkach czasu i liczba zliczonych impulséw y. ma rozkiad
Poisson'a o Sredniej ax; +b, gdzie x. = 1/ r’> . Wynika z tego, ze

1
ax, +b’

dyspersja i-tego pomiaru wynosi g, = Jax. +b,awaga w, =

Informacje o zaleznosci btedu (wagi) pomiaru od zmiennej niezaleznej
mozna wykorzysta¢ na dwa sposoby. Mozna te wagi wstawi¢ do

poprzednio ustalonego wyrazenia na X, otrzymanego dla rozkladu

normalnego (zaktadajac, ze liczby zliczen s na tyle duze, ze rozktad
Poisson’a jest bliski normalnemu),

" (y, —ax, —b)’
2 a’b — (yl i
x@n=y o
dostajac po zrozniczkowaniu ukfad dwoch réwnan

_ < R .
_Z Z(ax +b)
Z(ax

ktore sg nieliniowe ze wzgledu na parametry aib, i rozwigzac je
mozna tylko metodami numerycznymi (kolejnych przyblizen).
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Drugi sposob polega na zastgpieniu rozktadu normalnego rozktadem
Poisson'a o wartosci Sredniej u. = y(X;) =alX, +b i ponownym
skonstruowaniu funkcji rozktadu gestosci prawdopodobienstwa
p(a,b;{x.,y.}) otrzymania zestawu wynikdw {x.,y.} pod warunkiem,
ze parametry okreslajace warto$¢ Srednig 1 majg wartosci a i b

p(a,b) = I_J %—y(;j I govco E

i bezposrednim zastosowaniu MNW. Zamiast maksymalizowac
prawdopodobienstwo mozna rownie dobrze maksymalizowac jego
logarytm, co znacznie upraszcza wzory

In p(a,b) = Z yi Iny(x;)] - ZY(X) Zy."
Z[ y; Iny(x)]- Zy(X)+const

Po zr6zniczkowaniu wzgledem a otrzymujemy
lop_d 1 oy(x)d & 0oy(x)O

poa £ Ey‘ y(x;)) oa H &Bda B

Warunkiem zerowania sie pochodnej g_p jest zerowanie sie prawej
a

ay(X;)

strony. Biorgc pod uwage, ze 6— = X, otrzymujemy pierwsze z
a

"Xy
ZX _Z ax; )ﬁrb
Rbzniczkowanie logarytmu In p(a,b) wngQdem b daje:
lop <0 1 ay(x)D L Oy(x)O
B%_ = gi y(x;) db D = E ob E
oy(x)
ob

uktadu rownan

=1 otrzymujemy drugie réwnanie

n_Zax?/i+b =0

a uwzgledniajac, ze




Dopasowanie funkgcji liniowej i wielomianu 7

Ostatecznie uktad réwnan przyjmuje w tym przypadku postac

bardzo podobng do poprzedniego uktadu.

Roznicy miedzy tymi dwoma sposobami mozna sie spodziewac dla
mniejszych liczb zliczonych impulsdw, kiedy réznice miedzy vy, a

a[X. +Db staja sie relatywnie wieksze. Wykorzystanie funkcji X,

uwarunkowane normalnym rozktadem gestosci prawdopodobienstwa,
wymaga wiekszych liczb impulséw lub grupowania pomiaréw. Unikniecie
problemdw zwigzanych z grupowaniem wynikow i tym samym
zmniejszeniem liczby punktow pomiarowych oraz ustalaniem wiasciwych
wag jest mozliwe przez bezposrednie wykorzystanie Metody Najwiekszej
Wiarogodnosci, jak w powyzszym przyktadzie.
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Dopasowanie wielomianu

Jezeli linia prosta nie daje sie dobrze dopasowaé do danych
pomiarowych to mozna sprobowac dopasowac bardziej ztozong funkcje,

to jest wielomian stopnia m
y(x) = g a, X"

lub w bardziej ogdlnej formie
y(x) = Z a f . (x)
gdzie f, (X) sq dowolnymi funkcjami nie zawierajacymi parametréw a, .

Jezeli wyniki pomiardw Y. maja rozktad normalny o dyspersji o,,to
maksymalizacja funkcji gestosci prawdopodobienstwa

P&, 851X, ¥:,0,, })—nélm Q i : B)’ Z’af(x)gé

sprowadza sie do minimalizacji funkql

X" (@83 (X, ¥5,0,, 1) = Z ‘_2akfk(x‘)§

I

wzgledem parametrow a, .
Rézniczkowanie X* wzgledem parametru a, daje

2 n [] m []
?3); _—2Z gl;—;@/, _gak fk(xi)gfl(xi)gz

—2 [y, '(X)D 225—@2@ f(x)f, (x)]%

n [
v f(X)WZ% i) fy (x)%
1= D g 1= E a)’i
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W rezultacie otrzymujemy uktad m + 1 réwnan liniowych (dla wskaznika
| przebiegajacego wartosci od 0 do m).

D f(X)D ”Df(x)f(x)
1= E GY. Z 1= D O-)z’i

Uktad rownan mozna zastgpi¢ rownowaznym mu rownaniem
macierzowym

B=aa
gdzie a i B sg macierzami jednowymiarowymi o m + 1 elementach

(wektorami), a a jest kwadratowg i symetryczng macierzg
(m+ 1)x(m + 1). Elementami macierzy asg szukane parametry
dopasowania a,, a elementy macierzy Bi a wynoszg odpowiednio

f (X
f= 3o
- 0 ) £ ()

2

1= E aYi D

a,=a, =

Jezeli macierz a jest nieosobliwa (ma wyznacznik rézny od zera), to
mozemy obie strony réwnania macierzowego pomnozy¢ prawostronnie

przez macierz € odwrotng do macierzy a (¢=a”', aa” =1).
Otrzymujemy wtedy

Be=aoe=aao ' =a
co daje

a=Bs=pa”’

Rozwigzanie w formie macierzowej mozna przedstawi¢ inaczej w formie
skalarnej
m
Q = ; By

Macierz o nazywana jest macierza krzywizny funkcji x> w przestrzeni
parametréow a,. Powodem jest zwigzek elementdéw a,, z drugimi
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pochodnymi funkcji x°.
o Uf (x)f. (x)H 1 9%x?
alk: DI( |)2k( |)|:|:_ X
S5 O, H 20a0a,

Macierz ¢ jest nazywana macierzg (wariancji-)kowariancji. Macierz &
jest rowniez symetryczna. Jej elementy diagonalne sg réwne wariancjom
estymatoréw a,...a, a pozostate kowariancjom miedzy odpowiednimi

parami estymatoréw.
2
Uaja| Jl

Jezeli w szczegdlnosci dopasowywane funkcje f, (X) tworza uktad

ortogonalny, to w macierzach a i € znikajg elementy poza gtéwng
przekatng. Oznacza to brak korelacji miedzy parametrami i utatwia

rozszerzanie modelu opisanego rdwnaniem Y(X) = Z a, . (x) o kolejne
skfadniki.

Uwaga o linearyzacji modelu zaleznosci miedzy wielkosciami mierzonymi

Przedstawione powyzej techniki dopasowania funkcji do wynikow
pomiarow byty ograniczone tylko do funkcji, ktore sg liniowe wzgledem
szukanych parametréw. W przypadku kiedy funkcja nie jest liniowa
wzgledem swoich parametréw stosuje sie czesto przeksztatcenie
zmiennych w taki sposéb, zeby funkcja opisujaca zaleznosc¢
przeksztatconych zmiennych byta juz liniowa wzgledem parametréw.
Jezeli jednak przeksztatcana jest zmienna zalezna (przeksztatceniem
nieliniowym), to znieksztatceniu ulegajg réznice miedzy pomiarami i
modelem i rozwigzanie problemu dla modelu zlinearyzowanego nie
odpowiada minimum X’ dla modelu oryginalnego.



Przykfady rachunkowe 1

Przyktady rachunkowe

Pomiary spadku napiecia wzdiuz drutu oporowego z pragdem

U=ax+b
Nr  polozenie réZnif:a niepewnoéé , dopaspwgne kwadraty
. potencjalu  pomiaru Xi xUj napigcie e
pomiaru cm v napiccia V ax + b roéznic
1 10,0 0,37 0,05 100 3,70 0,33 0,001328
2 20,0 0,58 0,05 400 11,60 0,60 0,000247
3 30,0 0,83 0,05 900 24,90 0,86 0,000778
4 40,0 1,15 0,05 1600 46,00 1,12 0,000897
5 50,0 1,36 0,05 2500 68,00 1,38 0,000494
6 60,0 1,62 0,05 3600 97,20 1,64 0,000595
7 70,0 1,90 0,05 4900 133,00 1,91 0,000043
8 80,0 2,18 0,05 6400 174,40 2,17 0,000127
9 90,0 2,45 0,05 8100 220,50 2,43 0,000365
N=9 5=450,0S,=12,44 Sxx = 28500 Syy = 779,30 >=0,004874

A=NY x = (S % J=54000

b= (Z XSU-SxY xU,)/A=714107 o > % /A8=1,319-107 u(b)=3,63-107 V

a=(N Y xU -y % ZUi)/A ~262-10* No? /A=4,167-107 u(@)=6,45-10* V/em

3,00 -
2,50%
> ]
= 2,00
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Liczby zliczen impulsow licznika GM w jednakowych odcinkach czasu w funkgji odlegtosci zrodta czastek od

licznika
N = adi2 +b
Nr s . . dopasowana
pomiaru OdnglOSC X= 1/d2 zliczenia U(N) Wi WX WiXi2 WiNi WiXiNi liczba zliczen k\,)v.ad'rat
. d (cm) N réznicy
i ax;+b
1 20 25,00 901 30,0 0,00111  0,0277 0,6937 1,0 25,00 886,94 0,22
2 25 16,00 652 25,5 0,00153  0,0245 0,3926 1,0 16,00 610,66 2,62
3 30 11,11 443 21,0 0,00226  0,0251 0,2787 1,0 11,11 460,58 0,70
4 35 8,16 339 18,4 0,00295  0,0241 0,1966 1,0 8,16 370,09 2,85
5 40 6,25 283 16,8 0,00353  0,0221 0,1380 1,0 6,25 311,36 2,84
6 45 4,94 281 16,8 0,00356  0,0176 0,0868 1,0 4,94 271,09 0,35
7 50 4,00 240 15,5 0,00417  0,0167 0,0667 1,0 4,00 242,29 0,02
8 60 2,78 220 14,8 0,00455 0,0126 0,0351 1,0 2,78 204,77 1,05
9 75 1,78 180 13,4 0,00556  0,0099 0,0176 1,0 1,78 174,07 0,20
10 100 1,00 154 12,4 0,00649  0,0065 0,0065 1,0 1,00 150,19 0,09
n=10 Sumy S$,=0,035705,=0,1868 Sx,=1,9122 S,~10,0 S,,=81,02 S&=10,95

A=8,S, —(5,)"=0,03339

b=S,S,

-S,S

x> xy

=119,50

a= SwSxy - S><Sy =30,70

u(b) =[S, /A =757

u@)=4S,/A=1,03




Przyktady rachunkowe
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