Estymatory Sredniej i dyspersiji 1

Estymatory sredniej i dyspersiji.

Zaktadamy, ze w czasie doswiadczenia otrzymaliSmy zestaw n wartosci
zmiennej losowej X o pewnym rozktadzie prawdopodobienstwa (gesto-
Sci prawdopodobienstwa).

(%, %, )
Prawdopodobienstwo otrzymania dowolnej z tych wartosci wynosi
P(x.) albo dP(x., X, +dx) = p(x;) [dx
odpowiednio dla zmiennej dyskretnej albo ciggtej.

Jezeli mozemy zatozy¢, ze kolejne wartosci sg niezalezne, to prawdopo-
dobienstwo otrzymania catego ich zestawu {Xl, X,, X3,...X,, § WYnosi

P({x}) =[1P(x;) dla zmiennej dyskretnej albo
1=1

dP({x}) = |_|(p(xi) mx) dla zmiennej ciagtej. Prawdopodobienstwo to
1=1

zalezy od samych wartosci {x. } i od postaci rozktadu prawdopodobien-
stwa. Na przyktad dla rozktadu normalnego N (U, 0)

H - H
- eXpErEB(“—“gme
oN2n 20 o 0Of

prawdopodobienstwo bedzie zalezato od sredniej i dyspersji tego rozkta-

dP(x,,x. +dx) =

du.
dP({x}) = ﬂ%TeXpﬁ' Er;ﬁmmxﬁ
dP({x}) = Biﬁexp[-r Z ggjl(dx)
Funkcja

P} 11,0) = H—Hexpcr ZEF;SD

ma sens funkcji rozktadu gestosci prawdopodoblenstwa otrzymania ze-

stawu wartosci {Xl, Xy, X5, X, f -
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Metoda najwiekszej wiarogodnosci

Wykonujgc pomiary nie znamy wartosci mierzonej, tzn. nie znamy para-
metréw U i 0 rozktadu p({x};U,0) i celem pomiaréw jest ich wyzna-
czenie. Mozemy jednak przypuszczaé, ze to co sie wydarzyto, to znaczy,
ze otrzymaliSmy zestaw konkretnych wartosci {xl, X,, Xq ,...xn}, byto naj-

bardziej prawdopodobne. Zamiast zatem pytac jakie sg faktyczne warto-
Sci parametrow U i 0 (na to pytanie zwykle nie mozna odpowiedziec),
mozemy zapyta¢ o cos innego.

Dla uproszczenia zatézmy jeszcze, ze interesuje nas tylko wartosc sred-
nia, a dyspersje albo znamy skadinad, albo nie jest nam potrzebna jej
wartosc.

To inne pytanie brzmi:

Dla jakiej wartosci U' hipotetycznej $redniej rozktadu otrzymanie

zestawu wartosci {Xl, X, , X3,...Xn} jest najbardziej prawdopodobne?
Czyli dla jakiej wartosci U’ funkcja

p(u') = Hexptr ZB(;“HD

osigga maksimum przy ustalonych {Xl, X2,X3,...Xn} i 0.

Na takie pytanie mozna odpowiedziec, i to stosunkowo tatwo, chodzi
bowiem o znalezienie maksimum funkcji jednej zmienne;j.
Funkcja p(u') osigga maksimum kiedy warto$¢ sumy

C i IJIH
2
jest minimalna. Oznacza to, ze pochodna sumy przyjmuje warto$¢ zero

EP(“HO

au,_Da
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Pochodna wynosi

RO NISERliE) L guaiiat S0 gt

[0 o o U
| 0sigga zero gdy zeruje sie suma

i il
in -nu'=0

czyli gdy U' jest rbwne $redniej arytmetycznej wartosci {xl, X2,x3,...xn}

n

IJI:%ZXi

Wartos¢ ' jest estymatorem najwiekszej wiarogodnosci wartosci sred-
niej rozktadu N(u,o).

Jezeli {xl, X2,x3,...xn} sg wynikami bezposrednich pomiaréw wielkosci

fizycznej X, to ich $rednia arytmetyczna jest najlepszym oszacowaniem
wartosci X . Oprocz szacunku samej wartosci musimy podacé tez nie-
pewnos$¢ oszacowania, czyli pierwiastek wariancji '. Oznaczmy jg

przez V (U').
V() =VEES ]

W celu obliczenia wartosci prawej strony mozemy wykorzysta¢ wprowa-
dzone poprzednio prawo przenoszenia niepewnosci (w istocie byto to
prawo przenoszenia wariancji, ktore dla naszych celdw przeksztatciliSmy
W prawo przenoszenia niepewnosci), a wtasciwie pewne specjalne wzory
wyprowadzone z tego prawa.

= [V
EoRtidibls
Jezeli wartosci {Xl, X2,X3,...Xn} sg niezalezne, to

V(S %)= S V(x)=nw’
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Ostatecznie

"N — , _0O°
V(u)—%gnmf =

Czyli wynik serii pomiarow mogtby wygladac na przyktad tak:
1 1
X :,u:—in, u(X)=—o .
n 2 (X) n

¢

Zatozmy teraz, ze znamy wartosc srednig rozktadu U, a chcielibySmy
znalez¢ estymator dyspersiji tego rozktadu o'.

Jezeli o' ma by¢ estymatorem najwiekszej wiarogodnosci, to tym razem

funkcja
p(o') = H eXpE‘I' Z B(; gg
Eiy

ma osiggng¢ maksimum ze WZngdU na 0 , czyli

0
- V=0
Py p(o’)

a@%v%gex"%i@(‘%g%o
Bigﬂgiﬁ@—(mualige—ui(x - )’ E 0

Lo'v2m [

n H—()J,Big —()i(x‘ E

DU'D[UV [ [o'v2m

Po podzieleniu stronami przez
[o'v2m [

n - (Xi_,u)2 | 2
§+ W) %o‘w

Oo' & o

otrzymujemy
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czyli

Estymatorem najwiekszej wiarogodnos$ci wariancji rozktadu N (u, o) jest

o'’ — $redni kwadrat odchylenia warto$ci {Xl, X, , X3,...Xn} od wartosci
$redniej tego rozktadu, a estymatorem dyspersiji jest 0.

Najczesciej nie znamy zadnego parametréw rozkfadu i musimy je osza-
cowac tylko na podstawie uzyskanych wartosci doswiadczalnych

{X,, %,, X500 X }.

Nie zmienia to sposobu wyznaczenia wartosci ' i w dalszym ciggu naj-

lepszym estymatorem (w sensie metody najwiekszej wiarogodnosci) po-
zostaje srednia arytmetyczna.

n

1
—Hgm.

Do wyznaczenia estymatora dyspersji (albo wariancji) potrzebna jest
znajomosc¢ wartosci sredniej rozktadu. Jezeli uzyjemy w tym celu warto-
$ci ' zamiast U, to moglibysmy zapisa¢

1 n
O.|2 - Z (XI _M|)2 .
n &
Okazuje sie jednak, ze taki estymator jest obcigzony, to znaczy, ze war-

tos¢ $rednia 0'* jest rézna od 0°. W statystyce dowodzi sie, ze
E(c”?)<0o?.



Estymatory Sredniej i dyspersiji
Rzeczywiscie

E(0") = E%Z(Xi - ) §= E%Z((Xi -u)+(u—u'))2§=
=E 0, Z [(x; = 1) = (u-p)]* §=

_ Eﬂ. A _ 2 _ _ __ - 2D:
—E%;[(xi )* = 20x = (k=1 + (-]

SES 01" - 2AHI TS (6~ )+l =

=B ()" =2 -p) + (W) =

=ECS 00 A)" (k)

=% E(x - 1?)-E((w-w))=

=E((x, - 02)- E((1-p2)=v (0 -V (1)
Czyli

2)zg?-tgz=n"1
E(0?)=0? naz —0

2 1 _ 1\2

D (%, — )

jest juz nieobcigzonym estymatorem wariancji.
Po uwzglednieniu ostatniego wzoru wynik pomiarow mozna by przed-
stawi¢ nastepujgco:

_o-1g 1 & oy
X_X_HZX“U(X)_\/ (x, —x) .

n(n—1) &
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Srednia wazona

We wzorze

n
dP({x}) =1(P(x,) Lex)
wcale nie jest konieczne, zeby wszystkie X, miaty doktadnie takie same
rozktady. Réwnie dobrze moglibyémy zapisac

dP({x}) = |‘J (p. (x,) [@x)

a funkcja

p({x}) = i p; (%;)

miataby takg sama interpretacje jak poprzednio.

Zatbzmy, ze rozktady

N J 10 -pfd
pi(xiiﬂ,ai)—ai\/z—nengE%ég

majq wszystkie te samg wartos$¢ srednig i rézne dyspersje.
Wtedy rozktad gestosci prawdopodobienstwa otrzymania ciggu wartosci
{Xl, Xz,...xn} wyniesie

_r D &K —H -
p({xi})—l;lpi(xuua) ”%E} Z g; E

Taki przypadek odpowiada sytuacji, kiedy kolejne Wartoéci {Xl, X, ,...Xn}

wyznaczono niezaleznie metodami roznigcymi sie precyzjg scharaktery-
zowang roznymi wartosciami ;.
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Stosujgc metode najwiekszej wiarogodnosci do wyznaczenia estymatora
wartosci sredniej U bedziemy szukali maksimum funkcji

o[l i 8

Podobnie jak poprzednio odpowiada to znalezieniu minimum sumy
n [k _”H
i
0 < Eﬂ _UI% - . %i _.U'E
ou’ Z‘ O; Z‘ O'iz

Xt
X prit
i (x /o)
=
3 o)
W celu ustalenia wariancji tego estymatora obliczamy pochodne czgst-
kowe:
o o Z(Xi/aiz)_ 1/0i2
ox, OX i@/aiz) i@/o_iz)

| zgodnie z prawem przenoszenia wariancja wynosi

V= ZDE(]/ 2)D0 _Z[ZJ/J] ZJ/J

0

Stad

| ostatecznie
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Niepewnosci wzgledne

Moze si¢ zdarzyc, ze znamy wzgledne wartosci 0; nie znajgc przy tym
ich wartosci bezwzglednych. Wprowadzimy czynniki wagowe (wagi) W,

kw. = i
g.

gdzie k jest pewng statg. Znajomos$¢ wzglednych niepewnosci odpowia-
da znajomosci wartosci wag W, nawet jezeli 0, pozostajg nieznane.
Wtedy

n n

i(xi/aiz)_ Z(kwixi) ) ;(Wixi)

'u':

n n

Z@/cfiz) ) Z(kwi) Z(W‘)

W celu ustalenia wariancji tak obliczonej sredniej wprowadzimy nowg
wielko$é — $rednig wazona wariancje wynikéw o

0_2:2Wi(xi_l'l')2 n _ XWiXiZ_ 2N
zwi n-1 zwi g

Wartos¢ w nawiasie jest roznicg sredniego wazonego kwadratu wynikéw
| kwadratu sredniej wazonej wynikow. Pozostaty czynnik uwzglednia fakt,
ze warto$¢ U' zostata obliczona z tych samych wynikéw, zmniejszajac

liczbe stopni swobody.
Przez analogie z wczesniej otrzymanymi zwigzkami mozemy zapisaé, ze
wariancja ' wynosi

vp)=2=-1 Ezwx —u'ZE

n n-1

Jezeli chcieliby$my znalez¢ nieznane dotad wartosci K i 0, to mozemy
przyréwnac

0.2

_ 1 _ 1
n Z]/af kS w
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czyli
K = n 1 _ n-1
T2 - 2

o zWi ZW'_l\NiXi _IJ.z

|: ZWi

oraz
oo L 0w

" okw, nw
Przyktad

Studentka przeprowadza doswiadczenie w celu okreslenia napiecia
ogniwa normalnego. Wykonuje 40 pomiarow przy pomocy pewnego
przyrzadu i znajduje, ze

X, =1,0220V
z odchyleniem standardowym

s, =0,010V
Po przyjrzeniu sie wynikom zauwaza, ze mogtaby ulepszy¢ uktad pomia-
rowy i zmniejszy¢ niepewnos¢ o czynnik 2,5 s, =0,0040 V. Wykonuje
kolejnych 10 pomiardéw, ktore dajg

X, =1,0180 V

Srednia wynikow wszystkich wykonanych pomiaréw wynosi
50 ) 40 ) 10 )
> o) S ba/s)e Y (esi)
X= =50 == 40 I1=0
>hor) 3 sy si)

401[1,022 . 101,018
0,017 0,0042 ., 4,0001,022+6,2501,018
= V = V
40 10 4,00 +6,25

+
0,01*> 0,004°
=1,019561V

Niepewnos¢ wartosci Sredniej napiecia

u(x) = 402 N 10 2H
0,01° 0,004 O

12
=0,000987 V
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Ostateczny wynik nalezy zapisa¢ w formie

X =1,01956 V, u(x) =0,00099 V
lub alternatywnie X =1,01956 (99) V

Niepewnos$¢ koncowego wyniku jest mniejsza od niepewnosci uzyska-
nych w kazdej z czesci doswiadczenia

0,01 0,004
V =0,0016V, u =
( 1) \/_ ( 2) \/_0

Co by byto gdyby studentka nie znata bezwzglednych wartosci niepew-
nosci swoich pomiarow, a tylko wiedziata (np. od prowadzacego zajecia),
ze zostaty zmniejszone w drugiej czesci o czynnik 2,57

Srednig wazong moze obliczyé w taki sposéb

V =0,0013V

W, :%:1, W, :%:2,52
Sl SZ

n

(wix;) 2
g = Z- _ 40[101,022 +10[2,5 Ell,018v ~101956 V
i(w) 401+102,5°

Niepewnos¢ sredniej wazonej wyniesie wtedy
40 10

Oy x2+25°§ x2
wx' M 1 ag ! Z S
u(x) = X > X
n- 1 390 40+1002,5

LTI
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Przyktad
Student wykonat 100 niezaleznych pomiarow dtugosci drewnianego

klocka. Wyniki, po korekcie btedow systematycznych, mieszczg sie w
przedziale od okoto 18 do 22 cm i wiele z nich powtarza sie. Na wykresie
przedstawiono je w postaci histogramu (stupki narysowane cienkg ciggta
linig) o szerokosci przedziatu 0,2 cm. Jezeli obserwowany rozktad wyni-
ka z bteddw przypadkowych, to jest bardzo prawdopodobne, ze da sie
opisac przy pomocy rozktadu Gaussa (normalnego). Rozkfad narysowa-
ny linia ciggtq odpowiada parametrom wyznaczonym z wynikéw pomia-
réow: srednia 19,98 cm i odchylenie standardowe 0,54 cm.

16_ Ve

] N

12 — /

liczba pomiarow
(0]

18.00 19.00 20.00 21.00 22.00
dtugos¢ zmierzona, cm

Histogram z szarych stupkow jest wyliczony z tego rozktadu normalnego
i przedstawia oczekiwang (Srednig) liczbe pomiarow w kazdym przedzia-
le. Rozktad narysowany linig przerywang odpowiada N (20,00; 0,50).
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Usuwanie wynikow odstajgcych

Zatbzmy, ze wsréd wynikdw zanotowanych przez studenta w karcie po-
miarowej znalazt sie jeden wyraznie inny od pozostatych — 91,2 cm.
Zwykle w takim przypadku nie ma watpliwosci, ze nastgpita pomytka
przy zapisywaniu wyniku i wynik odrzuca sie jako tzw. btad gruby. Sytu-
acja wyglada jednak inaczej jezeli odstajgcy wynik wynositby np. 22,2
cm. Jezeli w zestawie 100 wynikow wartos¢ 21,2 zastgpimy przez 22,2,
to srednia i odchylenie standardowe zmienig sie odpowiednio na 19,99 i
0,54. Odlegtos¢ wyniku od sredniej wynosi prawie 4 odchylenia standar-
dowe. Z rozktadu Gaussa N (19,99;0,54) mozna wyliczyé, ze prawdo-
podobienstwo przypadkowego pojawienia sie rezultatu, ktory jest nie-
mniej oddalony od $redniej wynosi okoto 12107, to znaczy ze spodzie-
wana liczba wynikéw 22,2 cm (lub <17,78 cm) wynosi 12(10° x 100 =
0,012. Czy tak mato prawdopodobny rezultat mozemy odrzuci¢?

Kryterium Chauveneta
Odstajacy rezultat X, mozna odrzucic, jezeli spodziewana liczba takich

przypadkow, ze | X — X [2| X, =X |
n=NMIP(x-X2x,—-X[) <05

Kryterium Chauveneta nalezy stosowac z duzg ostroznoscig, majgc
pewnosc, ze potrafimy poprawnie obliczy¢ prawdopodobienstwo
P(|x=X[2| X, =X|[), co zwykle oznacza, ze musimy zna¢ faktyczny roz-
ktad prawdopodobienstwa w danych warunkach.



