Prawo propagacji niepewnosci. 1

Prawo propagacji niepewnosci.

W przypadku pomiaréw metodg posrednig wartos¢ wielkosci ustala sie
na podstawie wartosci innych wielkosci zmierzonych bezposrednio. Na

przyktad objetos¢ V, prostopadtoscianu o krawedziach D,,S,,W,
znajdziemy mierzgc dtugosci kazdej krawedzi i obliczajgc

V=D

W jaki sposéb niepewnosci pomiaréw dtugosci krawedzi przenoszg sie
na niepewnos¢ wyznaczenia objetosci prostopadtoscianu? Gdyby znane
byty btedy pomiaréw, to po rozwinieciu V (D, S,W) w szereg Taylora

i pominieciu sktadnikow rozwiniecia wyzszych rzedoéw otrzymujemy

Y V+EK@D PV s+ Halew

[0S O
skad mozna by juz byto znalez¢ szukang I’OZHICQ w OijtOSCi

AV =V =V, = EKHXD @BXS BalBXW

[0S [

Btedy pomiardw nie sg jednak znane i musimy poszukac¢ innego
sposobu.

Przypusé¢my, ze wyznaczamy warto$¢ wielkosci Y , ktéra jest funkcjg
dwach, lub wigcej, mierzonych zmiennych X, i X,,...

y = f(X,%,,...).
Na podstawie pomiardw wyznaczamy wartosci Srednie i niepewnosci
Xi, U(X;)

W pierwszym przyblizeniu najlepszg wartos¢ wielkosci wyznaczanej da

y = f(%,%,,..)
a jej niepewnos¢ mozemy oszacowac na podstawie rozrzutu wartosci
Y = F 0% %g50e0)

otrzymanych przez podstawienie réznych zestawow indywidualnych
wartosci X; do funkgji f .



Prawo propagacji niepewnosci.

Miarg niepewnosci u(y) jest pierwiastek wariancji (odchylenie

standardowe)
o} =lim =y b, -9) g

Réznice y; — Y mozemy oszacowac podobnie jak wczesniej AV

_ ~Ho _ 0 -
y; Y DE%EX” —x1)+ %ﬁ%%x” —x2)+
Xl XZ

| podstawiajgc otrzymujemy
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Dwa pierwsze sktadniki mozna wyrazi¢ przez odpowiednie wariancje
g2 2 []

g, |ma\—|2(1j—l) o, Limgt—Z(xzj—xz)a

Nastepny sktadnik wymaga wprowadzenia pojecia kowariancji miedzy
zmiennymi X, i X,.

O x, hllnlan(lj X)(ij )]E

Ostatecznie, po podstawieniach

o, D%S—ygaf +2Y %af +...+2ﬂa—yaxx +
X, ' X, ? ox, 0x, 7

Z definicji niepewnos$¢ jest pierwiastkiem estymatora warianciji, czyli

u®(y) Dgg—yéuz(xlﬂ % %uz(x2)+...+2ﬂa—yu(xl,x2)+...
X, X, 0X, OX,

gdzie u(Xx;, X,) jest estymatorem kowariancji miedzy X, i X,.




Prawo propagacji niepewnosci.

Wzor

() = z%gu ()23 5 w0,

(N EA]
nazywa sie wzorem propagacji (przenoszenia) niepewnosci i wyraza
prawo propagacji niepewnosci.

W przypadku niezaleznosci zmiennych, braku korelacji, kowariancje
miedzy nimi znikajg i prawo propagacji niepewnosci mozna zapisac

w formie uproszczonej
0
w*(y) = z%%%u%xi)

u(y):Jz%gu%xi)

Szczeqgolne przypadki wynikajgce z prawa propagacji niepewnosci
(uzyteczne przy szacowaniu niepewnosci ztozonej)

albo

Suma i réznica
y=Xxta
a_y =1 0O u(y)=u(x)
0X

W przypadku réznicy moze sie zdarzyé, ze u(y) >y.
Niepewnos¢ wzgledna wyniesie




Prawo propagacji niepewnosci. 4

Przyktad. W doswiadczeniu rejestrowano czastki z rozpadu preparatu
promieniotwdrczego. Na poczatku eksperymentu zarejestrowano 723
zliczenia w ciggu 15 s, a na jego koncu 19 zliczen w tym samym czasie.
Bieg wlasny detektora (tto) zarejestrowano oddzielnie z duzg
doktadnoscig i w przeliczeniu na 15 s wynosi ono 14,2 zliczenia

z zaniedbywalnie matg niepewnoscia.

Wiadomo, ze liczby zliczeh w tego typu doswiadczeniu podlegaja
rozktadowi Poissona, zatem estymatorem odchylenia standardowego
I niepewnosci standardowej jest pierwiastek liczby zliczen. Wyniki
pomiarow mozna przedstawi¢ nastepujgco:

X, =723, u(x) =~+723=26,9
x2:19,u(x2)—\/_—4,36
b=14,2, u(b) =0

Po uwzglednieniu tta wyniki skorygowane sg nastepujace:
N, =x,—-b=723-14,2=708,8
U(N,) =u(x,) =26,9
N,=x,-b=19-142=48
u(N,) =u(x,) =4,36
Po uwzglednieniu reguty podawania dwoch cyfr znaczacych niepewnosci
wyniki zapisujemy w postaci:
N, =709, u(N,) =27
N, =48, u(N,)=4,4
Wzgledne niepewnosci standardowe wynoszg w tym przyktadzie

u (N,) =259 —0,038=38%
708,8

0 (N,) =230 —001=01%
48



Prawo propagacji niepewnosci.

Wazona suma i r6znica

y jest wazong sumag X, i X, jezeli
y = ax, £bx,
Pochodne czgstkowe sg odpowiednimi statymi

ﬂ—a Y =zb
0x, oxX,

co prowadzi do:
u®(y) =a’u®(x,) +b*u®(x,) = 2abu(x, x,)

Przyktad. Doswiadczenie jak poprzednie z tym, ze wartosc¢ tta detektora
otrzymano w jednym 15 sekundowym pomiarze, ktory dat wynik 14
zliczen. W tym przypadku wyniki pomiarow mozna przedstawic
nastepujgco:

x, =723, u(x,) =~/723 = 26,9
X, =19, u(x,) =~19 = 4,36
b=14, u(b) =14 =374

Po skorygowaniu wartosci wyniosg odpowiednio

N, =x,—b=723-14 =709

u(N,) =Ju?(x,) +u?(b) =/723+14 =271

N, =x,-b=19-14=5

U(N,) =Ju’(x,) +u?(b) =~19+14 =574
a ostatecznie

N, =709, u(N,) =27

N, =5,0, u(N,) =5,7
W tym przyktadzie wzgledne niepewnosci standardowe wynoszg

u (N,) = Zil_ooss

ur(Nz):’?A':l,l




Prawo propagacji niepewnosci.

Mnozenie i dzielenie

y jest wazonym iloczynem X, i X, jezeli
y = xax X,

Pochodne czgstkowe sg rowne odpowiednio

a_y:iax a_y:i

, ax
0, 2" 0x, '
co prowadzi do:
u(y) =a’x;u’ (x,) +a’xu’ (x,) +2a°x X,u(x, X,)
albo

U(y) _UE(x) |, UR0%) U0k, X,)
y2 XZI_2 X: X1X2

Podobnie, jezeli y jest otrzymane w wyniku dzielenia X, i X, , to
ax;
y=t—t
X2
| zwigzek miedzy niepewnosciami ma postacé
uz(y) - uz(xl) + UZ(XZ) _2 U(X11 XZ)
y'.oox X; XX,




Prawo propagacji niepewnosci.

Przyktad. Zmierzono dtugosci podstawy i wysokosci trojkata otrzymujac
b=5,0cm, u(b)=0,1lcm
h=10,0cm, u(h) =0,3cm

Pole tréjkata wynosi

A:%:ZS,Ocm

a wzgledna niepewnos¢ standardowa wartosci pola

o =UA_ 0 V0

A b?  h?
albo
u(A) = A\/uz(zb) W)
b h
~ . Imoa 3
=23(em )\/E%g +E%D

=0,90 cm?



Prawo propagacji niepewnosci.

Potegowanie

y =ax*

Pochodna y wzgledem X wynosi
W~ payrt =+
0X X
Przyktad. Pole kota jest proporcjonalne do kwadratu promienia

A =rr[1*. Jezeli promien wyznaczono na r =10,0 cm z niepewnoscig
u(r) =0,3cm, to pole wynosi

A =1007rcm?
ze wzgledng niepewnoscig standardowg wynoszacyg
o (a)=2490) -5 O’% = 6,0%

albo

u(A) = ZAE =2m(10,0 cm)® 03 _ 6rrecm?®
r 10,0



Prawo propagacji niepewnosci.

Zaleznosc¢ wyktadnicza

Pochodna y wzgledem X wynosi

ay—+cbe*bx-+by
[0

W tym przypadku niepewnos$¢ wzgledna wynosi

u, (y) =49 =py(x)
y

Jezeli stata podnoszona do potegi jest rozna od € to funkcje mozna
przeksztatcic

y=c g = C(emafb — ¢ ptbma)x
otrzymujgc podobnie jak poprzednio

0, (y) —%—(blna)u(x)

Zaleznosc logarytmiczna

y = aln(bx)
gy _a
oX X

i u =a"™ =au, (9



