Rozktady prawdopodobienstwa 1

Rozkilady prawdopodobienstwa.
Rozktady dyskretne i ciggte.

W przypadku rozkfadu dyskretnego okreSlamy wartosci
prawdopodobienstwa dla przeliczalnej (skonczonej lub nieskonczonej)
liczby wartosci zmiennej losowej.

Np.

X;, X, ,...X,, — wszystkie mozliwe wartosci zmiennej losowej

P(x,),P(x,),...P(x,) — prawdopodobienstwa, z ktérymi zmienna losowa

przyjmuje kolejne wartosci.
Z definicji prawdopodobienstwa wynika, ze

iP(xi):l

Wartos¢ srednia (oczekiwana) zmiennej losowej
H= Z P(x;) IX;
Mediana zmiennej losowej
P(X < l’l1/2) - P(X 2 ul/Z) :%

Moda (wartos¢ modalna) zmiennej losowej
P(Une) 2 P(XZ Mgy )

Wariancja zmiennej losowej

0t =Y P(x) X, - p)? = 3 P(x) X - °

Dyspersja zmiennej losowej

0=y Px)Ox — )’
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W przypadku rozkfadu ciggtego zbidr wartosci zmiennej losowej pokrywa
sie ze zbiorem liczb rzeczywistych.

Zamiast rozktadu prawdopodobienstwa wprowadza sie rozktad gestosci
prawdopodobienstwa zmiennej losowej ciggtej.

p(x) - xO{R}

X=o00

Ip(x) [dx =1

P(a<x<b)= Xj[bp(x) [dlx

P(X, <X <X, +X) O p(x)Ldx
H=[p(x) LxLax

o’ =[p(x) [x = p)° Lalx =[p(Xx) Ok* Coix — p°
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Rozkiad réwnomierny dyskretny

X0{L,23456} P(x) = p =1

U= ZP(x)& = p(1+2+3+4+5+6)—%1—35

My, =4
6
=S pOx - p)? = Z x, —35)° =1 = 2016(6)
1= 1= 6
o =17078...
u=35
0% =2,916(6)

o =1,7078...
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Rozktad réwnomierny ciggty p(x) =
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Rozktad tréjkatny
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Ze wzgledu na symetrie u=0

0 al2 al2
o%= J‘pl(x)xzdx+ Ipz(x)xzdx = 2J‘p2(x)x2dx
-al2 0 0
o’ = a
T A A 2
24 daa=e 7
so @8 0 =1,2247..
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Rozktad dwumianowy

Prawdopodobienstwo sukcesu w jednej probie wynosi p,
aporazkig=1-p.

Liczba sukcesdw x w serii n prob jest liczbg losowg o rozktadzie
dwumianowym.

POonp) =g = )

Na podstawie tozsamosci

(p+q) =Z%%ﬂq“§

mozna natychmiast wykazac, ze wartosci prawdopodobienstwa sqg
unormowane, to znaczy

ZP(x;n, p) =1

— 0 nl » nx _
u=;gmp(l-p) H—np

07 =3 X e P A P (- )



Rozktady prawdopodobienstwa

0,30

0,25

0,20

0,15

0,10

0,05

0,00

p=05 n=10

0,20
0,18
0,16
0,14
0,12
0,10
0,08
0,06
0,04
0,02

0,00




Rozktady prawdopodobienstwa 9

Rozktad Poissona

Rozktad Poissona jest granicznym przypadkiem rozktadu dwumianowego
przy spetnieniu warunkow

n-o,p -0, u=np=const

limP, (x;n, p) =P, (X; 1) = I"—e‘“
p-0 X!

n - oo

WartosS¢ srednia wynosi oczywiscie

X

3"
L& Xl

Wariancja rozktadu Poissona jest réwna $redniej

00 X

o = Z(X—u)z%e‘“ =

Rozktad Poissona
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Rozktad Poissona
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Rozktad Poisson’a otrzymujemy bezposrednio w przypadku tzw. ciggtej
rejestracji zdarzen, jezeli spetniony jest postulat Poisson’a. Postulat
Poisson’a stwierdza, ze prawdopodobienstwo pojawienia sie kolejnego
zdarzenia w przedziale czasu (t,t +dt) nie zalezy od liczby zdarzen

zarejestrowanych w odstepie (0,t) i wynosi u [dt, gdzie u jest $rednig
liczbg zdarzen na jednostke czasu.

Niech P, (t) jest prawdopodobienstwem zarejestrowania r zdarzen w
czasie t, a U jest Srednig liczbg zdarzen jak wyzej. Wtedy

P, (t +dt) = P,_, (t) [P, (dt) + P, (t) [P, (dt) =
P, (t) Cle 8t + P (t) L — 1 o)

P.(t+dt)— P, (t) = (P._,(t) Gt — P, (t) Clu) ot

REA+A) RO _dRO _ e oy + up (1)

stad

dt dt

gdzie z definicji

P_ =0dlar=0.
Otrzymujemy zatem

dRs (1)

=—-u [P (t
ot p R (1)
CO po rozwigzaniu daje
R (t) = e Mt
Nastepnie
dR (t) _

=—uP(t)+ue™

dt
a po scatkowaniu

R(t)= uEE™.
Metodg indukcji mozna udowodnic, ze

P.(t) = (uz) 8"

Czyli rozktad identyczny z rozktadem Poisson’a dla $redniej liczby
zdarzen (sukceséw) u (1.
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Rozktad normalny (Gaussa)

Py (X 4,0) =

O 2m
Standardowy rozktad Gaussa
Py\Z eEXP JA
N( ) \2TT 02 [0

5 -4 3 1 0 1 2 3 4 5
+AX
P (x| <BXp0) = [ expit - B M
ovarr J,, Q20 0 Of
Az | Py(|z] < AZ) 1- PANSZI <
05 | 0,382925 0,617075
1,0 | 0,682689 0,317311
1,5 | 0,866386 0,133614
2,0 | 0,954500 0,045500
2,5 | 0,987581 0,012419
30 | 0,997300 0,002700
35 | 0,999535 0,000465
4,0 | 0,999937 0,000063
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Rozktad Lorentza (Cauchy’ego)

1 r/2
m(x=p)* +(r/2)°

p (X, T) =

Wariancja rozkfadu Lorentza nie istnieje.
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Rozktad wyktadniczy

Funkcja rozktadu gestosci prawdopodobienstwa jest okresSlona dla
nieujemnego rzeczywistego argumentu:

p.(X)=2Ae™ dla x=0, A >0

gdzie A jest parametrem rozkfadu.

Wartos¢ srednia tego rozktadu wynosi

e 1 i 10, _1
H= )\Ixe = AEF B( X% E'i QHX% A
a wariancja
s I s SRS
g —/\!Q( /\ge dx Y

14
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Przykiad dla zmiennej dyskretnej (rozktad geometryczny)
n — liczba rzutdw kostka do wyrzucenia szeSciu oczek

szukamy P, (n) prawdopodobienstwa wyrzucenia szesciu oczek w n-tym
rzucie n =1,2,3,...

PO=, P@=2T, Pg<3):§§%' Pg(”)zgg_ %

albo
6
1 —(n—1)|ng

Pg (n) = Ee
przy czym In Dn|e rozni sie wiele od 6 (réznica jest mniejsza od

10%).

Wyrzucenie szesciu (lub jakiejkolwiek innej ustalonej liczby) oczek jest
najbardziej prawdopodobne w pierwszym rzucie.

Rozktad geometryczny dla rzutdw kostkg
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Przyktad dla zmiennej ciggtej

W przypadku zdarzen podlegajacych rozktadowi Poisson’a
prawdopodobienstwo nie zarejestrowania zadnego zdarzenia w czasie
t wynosi

Py (t) = e Mt
natomiast prawdopodobienstwo zarejestrowania jednego zdarzenia
w czasie dt bezposrednio potem wynosi

u Ldt

Zatem prawdopodobienstwo tego, ze zdarzenie zostanie zarejestrowane

po czasie t (od momentu rozpoczecia obserwacji lub od poprzedniego
zdarzenia, lub od dowolnie ustalonej chwili) wynosi

p(t) it = @ +"dt
Rozktad gestosci prawdopodobienstwa odstepéw miedzy kolejnymi
zdarzeniami podlegajgcymi rozktadowi Poisson‘a jest wyktadniczy

p(t) =pu&™",
dla ktérego charakterystyczne jest to, ze najbardziej prawdopodobne
jest pojawienie sie kolejnego zdarzenia bezposrednio po poprzednim.

Rozktad wyktadniczy p(t) = ue™"
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