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11. Ruch drgajacy

Ciato jest sprezyste, jezeli odzyskuje pierwotny ksztatt po ustaniu dziata-
nia sity, ktora ten ksztatt zmienita.

Wiasciwosc¢ sprezystosci jest ograniczona, to znaczy, ze przy bardzo du-
zych warto$ciach dziatajgcej sity (a doktadniej: naprezenia)
odksztatcenie staje sie trwate. Mowimy wtedy o plastycznosci ciata.
Jeszcze wieksze sity (naprezenia) mogg wywotaé zniszczenie ciata (np.
rozerwanie rozcigganego preta).

Prawo Hook’a wigze wielkosc sity i odksztatcenia przez nig wywotanego.
W przypadku liniowo rozcigganego preta ma ono postac:

F=kl-1,)

Prawo Hook’a obowigzuje tylko w zakresie sprezystosci (odksztatcen
odwracalnych). Stata k nazywa sie wspdtczynnikiem sprezystosci i ma

wymiar é’:é

Jezeli do konca naciagnietej (scisnietej) sprezyny przymocujemy ciato
0 masie M., to bedzie na nie dziatata sita (lll zasada dynamiki):

F=—k0l-1,)
AV
F = -kx
k
0 «x E

Potozenie ciata bedziemy okreslali wzgledem potozenia, w ktorym
dlugos¢ sprezyny wynosi lo, np. x =1-1,.
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Wtedy

F =—-k X Sita harmoniczna

okresla wielkos¢ sity dziatajgcej na ciato w funkcji jego potozenia.

Site, ktéra w taki sposob zalezy od potozenia nazywamy sitg_ harmonicz-
ng, a ruch jaki wykonuje ciato pod wptywem dziatania takiej sity nazywa
sie ruchem drgajacym harmonicznym albo prostym.

Potozenie, w ktérym sprezyna nie jest napieta (F=0) nazywa sie
potozeniem réwnowagi.

Jezeli mase m przymocowang do sprezyny przesuniemy do potozenia Xg
i nastepnie w chwili t = 0 zwolnimy, to bedzie ona wykonywata ruch
drgajacy harmoniczny a potozenie bedzie zmieniato sie w czasie
zgodnie ze wzorem:

k
X = X, [¢0s(cw [T) gdzie w=_—.
m
Mowimy, ze ciato wykonuje drgania wokot potozenia rownowagi.

Réwnanie toru ruchu harmonicznego wynika z Il zasady dynamiki.

d?x(t) - d?x(t) _
dt? dt?

rownanie roznicz-
kowe ruchu

F=ml=m F(x,t)
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W naszym przypadku réwnanie ruchu ma postac nastepujaca:

d2x(t
d Zx(t) -_ K TX(t réwnanie rézniczkowe |l stopnia
w o mo (liniowe)
2 druga pochodna jest
d th) =—x(t) rowna funkcji z prze-
dt ciwnym znakiem

Oczywistg kandydatkg na rozwigzanie takiego réwnania rézniczkowego
jest funkcja sinus lub cosinus. Sprawdzimy czy rzeczywiscie tak jest.

X(t) = X, [eos(w )

(:: = —X, Lev [Sin(w [T)
2
X 2 2
e = =X, [8v” [¢0s(ew ) = —cw” [X(1)

Czyli funkcja X(t) = X, E:OS(J% [f) jest rozwigzaniem réwnania ruchu

drgajgcego harmonicznego.
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Wykres funkcji x = A[¢os(cw [T)
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W ogdélnym przypadku masa m moze sie poruszac¢ w chwili t = 0, wtedy

X(t) = Algos(. /X [ + ¢,

ogolne rozwigzanie row-
nania rozniczkowego

Gdzie state A i ¢y majg wartosci wynikajace z warunkéw poczatkowych
ruchu, tzn. wartosci potozenia i predkosci w chwili poczatkowe;:

ga=®
V(t=0)

Xo
Vo

Maksymalna warto$¢ wychylenia z potozenia rownowagi wynosi A i
nazywa sie amplitudg drgan. Wspdétczynnik w nazywa sie czestoscig
(kotowa) drgan. Wyrazenie (wl +¢,) nazywa sie faza drgan - ¢, jest

faza poczatkowa drgan.
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Potozenie, predkos¢ i przyspieszenie w ruchu harmonicznym
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Poniewaz okres funkgcji sinus lub cosinus wynosi 27T to okres drgan T
spetnia zaleznosc:

wlT =2
czyli

T :Z—H albo wzz—n
w T

T :ZN\F
k

W rozwazanym przykfadzie:
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Mate drgania wokot potozenia rownowaaqi

LI

Wahadto matematyczne — w potozeniu rownowagi masa m znajduje sie
pionowo pod punktem zaczepienia. Kazde inne potozenie nie jest trwate.

Sita jaka zawraca mase m do potozenia rownowagi jest wypadkowg sity
ciezkosci i naprezenia nici.

F, =m g Sina - sita zawracajaca

| O F. =mLg [Cosa - réwnowazona
napieciem nici

=
=
we 1
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Jezeli amplituda drgan nie jest zbyt duza (Omax < 0,1 (~6°)), to mozemy

zapisac nastepujgce przyblizone zwigzki:

X =lIsina =la
| F, |- mgsina =mga

_mg
R b= X F=_-M9y
2
md X _mgx dzx_ mg
dt? | m-—- ==
) dt |
dJD_gX dzx__g
dt? | e =T X
dt? |

xoncosHFEﬂH
o'l o

wo 8 Toam!
l g

W rzeczywistosci okres drgan wahadta matematycznego zalezy od
amplitudy.
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Energia ukfadu drgajacego

AV

Na energie drgajgacego uktadu sktada sie energia potencjalna sprezyny o
wspotczynniku sprezystosci k zalezna od jej wydtuzenia (skrécenia) oraz
energia kinetyczna masy m.

Jezeli rozciggamy sprezyne, to musimy wykonac prace przeciw sile
F = —kx, dziatajgc sitg F'=—-F =kx

12 |
kx
- AW =k [X [AX
kx,
0 x x*Ax X -;
W = ZAW—ka<Dk kX
P

Wykonana praca zwieksza energie potencjalng uktadu drgajgcego, ktora
WYNOSi:

2
£, (X) = % - % 2 cos? (ax)
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Drugim sktadnikiem energii catkowitej jest energia kinetyczna
poruszajgcej sie masy (przy zatozeniu, ze sama sprezyna jest
niewazka).

EK::;mtxwmmmnf:;maﬁéﬁﬁau)

E.=E+E, = ;mwzxgsinz(wt) +;kx§ cos” (at)

E. = S mex? sin(ct) + cos? () = L erxe = L
C 2 0 2 0 2 0

W odosobnionym uktadzie drgajgcym energia catkowita nie zmienia sie.
Zachodzi ciggta wzajemna przemiana energii potencjalnej w kinetyczng i
kinetycznej w potencjalng. Energia catkowita jest rowna maksymalne;j
energii potencjalnej w skrajnym potozeniu

1 2
E.=E = —kx
C 2 0

P max

albo maksymalnej energii kinetycznej w chwili przejscia przez potozenie
rownowagi

EC = EKmax :;—mvrznax :;mwzxg
EPmax = EKmax

Oba skfadniki energii catkowitej zmieniajg sie w taki sam sposéb, sg
m T
tylko przesuniete w fazie o E (lub w czasie o Z ). Zatem rowne sg tez

Srednie wartosci tych energii

E, =E,

CcO ma istotne znaczenie w teorii ciepta wtasciwego ciat statych.

Uwaga! W przypadku uktadow drgajgcych z ttumieniem réwnos¢
wystepuje tylko w warunkach rezonansu.
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Dla dowolnego uktadu stan (potozenie) rwnowagi odpowiada minimum

energii potencjalne;.

Eo(X
w =0 warunek minimum

dx

0 | "x
dE, , . . . . .
F= —d— 0golny zwigzek miedzy sitg a energig potencjalng
X

W otoczeniu minimum funkcje Ep(x) rozwijamy w szereg potegowy
Ep (X +AX) = E, + Ep X + L E, "X +..
Sita jaka pojawia sie przy niewielkiej zmianie potozenia
dE
F=—-""= —E "X
dx
ma taki sam charakter jak sita harmoniczna.



