ROZKEAD PRAWDOPODBIENSTWA WIELU

ZMIENNYCH LOSOWYCH

W przypadku gdy mamy do czynienia z n zmiennymi losowymi mozemy
prawdopodobienstwo, 1z przyjma one wartosci X,, X,, ... , X, opisa¢ wielowymiarowg funkcja
rozktadu ggstosci prawdopodobienstwa f(x,, X,, ... , X, ).

W szczegdlnym przypadku, gdy zmienne te sg niezalezne, funkcje¢ f(x,, X,, ... , X, ) mozna

przedstawic jako 1loczyn funkcji gestosci prawdopodobienstwa poszczegolnych zmiennych:
f(x, Xy, oo, X, ) = H(x)) (X)) ... ' 1(X,)
Warunek normalizacyjny funkcji f(x,, X,, ... , X, ), wynikajacy z definicji
prawdopodobienstwa ma dla wielowymiarowej funkcji rozktadu postac:
[ ] [f(xy, Xg, . X, )dXrdX, vdx, =1

Warto$¢ oczekiwang zmiennej x, definiujemy wzorem:
E(Xl) — ‘[ I cee J.Xl'f(Xl’ X2, vee Xl’l)dXI.dXZ. vee .dX

—00 —00 —00

Mozemy takze wprowadzi¢ pojecie wartosci oczekiwanej dowolnej funkcji zmiennych
losowych x,, X,, ... , X . Jesli funkcje¢ ta oznaczymy jako y(x;, X,, ... , X, ) t0 mozemy
napisac:

n

Ey)= [ [ ... [y(x,Xg, .. X)) f(X)s Xg, 0o X, )dX 2dX . odX

Przyktadami takich funkcji sa wzory na estymatory wartosci oczekiwanej (wartos¢ srednia)
czy dyspersji (odchylenie standardowe).

n

Dr Adam Michczynski - METODY ANALIZY DANYCH POMIAROWYCH 8 1



WARIANCJA, KOWARIANCJA

Podobnie jak wartoS$¢ oczekiwana zmiennej losowej x. mozemy zdefiniowac jej
wariancje: e
Vx)= [ [ % -Bx)P A, X, 00X, )dX, dx - ocdX,

—00 —00 —00

Dla rozktadéw prawdopodobienstwa wielu zmiennych losowych mozemy jednak pojecie
wariancji rozszerzy¢ na przypadek dwoch dowolnych zmiennych losowych wprowadzajac
tym samym pojecie kowariancji.

Kowariancja zmiennych losowych x; i x; jest zdefiniowana nastepujaco:

cov(x;,x,)= | [ .. [[x;i-Ex)IX;-E&x )X, Xy, ... X, )dx; -dx,- .. dx
Kowariancja informuje nas o tym, czy zmienne X; 1 X; sa ze soba powiazane. Jezeli zmienne
te sa niezalezne to ich kowariancja = 0.

n

Latwo zauwazy(¢ ze: cov(x;, X;) = V(Xx,) oraz cov(X;, X;) = cov(X;, X;)
Zbior wartosci cov(x;, x;) dla [ V(x)  cov(x;,x,) cov(x,x;) ... cov(x,x,) ]
b) = 1,2,..,m I.Iazy.v.va i cov(x,,X;) V(x,) CoV(Xy,X3) ... €OV(X,,X,)
macierza kowariancji.

: : cov(xs,x;) cov(xs,x;) V(x;) .. COV(x3,X,,)
Poniewaz cov(x;, X;) = cov(X;, X;)
macierz kowariancji jest "
symetryczna. | cov(x,,X;) COV(X,,X,) cov(x,,x;) .. Vix,)
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WSPOLCZYNNIK KORELACJI

Oprocz kowariancji definiuje si¢ takze inne narzgdzie przydatne do okreslenia powigzania
pomigdzy zmiennymi losowymi. Jest nim wspolczynnik korelacji zdefiniowany jako:

. cov(x;,X;)
T V)V (x)

Wspotczynnik korelacji przyymuje wartosci z zakresu od -1 do 1.

Jezeli r;; > 0 oznacza to, ze wzrostow1 wartosci x; towarzyszy wzrost wartosci X; - okreslamy
je wtedy jako dodatnio skorelowane.

Jezeli 1;< 0 to wzrostow1 wartosci x; towarzyszy spadek wartosci x; - zmienne te okresla sig
jako skorelowane ujemnie.

W przypadku gdy r;; = 0 mowimy, ze zmienne x; oraz X; sg nieskorelowane.

W szezegolnosci r;; = 0 dla zmiennych niezaleznych, jednakze fakt zerowej wartosci
wspotczynnika korelacji nie jest rownowazny niezaleznosci zmiennych

(tzn. moze zdarzy¢ si¢ tak, ze wspotczynnik korelacji jest rtOwny zeru, a zmienne sa od siebie

zalezne).
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PRAWO PROPAGACJI NIEPEWNOSCI POMIAROWYCH

Oprocz wielkosci mierzonych bezposrednio w praktyce pomiarowej czesto mamy do
czynienia z wielkosciami, ktore wyznaczamy posrednio. Przewaznie mierzymy wowczas
kilka innych wielkoS$ci X, X,, ..., X, po czym na podstawie otrzymanych wynikow
wyliczamy ze wzoru wartos¢ interesujacej nas wielkosct y = y(x,, X,, ... , X, ). Powstaje
zatem pytanie jak na podstawie wartoSci niepewnosci pomiarow - u(x,), u(x,), ... , u(x,)
wyznaczy¢ niepewnosc¢ u(y).

Poniewaz w omawianym statystycznym modelu opisu niepewnosci jako niepewnos¢
przyjmujemy oszacowanie dyspersji mozliwych wartosci wielkosci mierzonej, rowniez w
tym przypadku interesowac nas bg¢dzie dyspersja oraz wariancja zmiennej losowe;j y.
Okazuje sig, ze rozwazania analityczne mozemy przeprowadzi¢ tylko wowczas, gdy

zaleznos¢ y = y(X,, X, ... , X, ) Jest lintowa lub gdy mozemy jq traktowac jako liniowa w
zakresie zmian wartoSci zmiennych losowych x,, x,, ... , X, wynikajacych z rozrzutu kazde;
z nich (tzn. gdy niepewnosci pomiarow - u(Xx,), u(x,), ... , u(x,) sa stosunkowo mate).

W celu uproszczenia przeksztalcen rozwazmy nieliniowa funkcje dwoch zmiennych
losowych x|, X, ,ktora oznaczymy y = y(x,, X, ).
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Przedstawmy funkcje y(X,, X,) w postaci rozwinigcia w szereg wokot wartosci
oczekiwanych zmiennych x,, X, - 4y, K, :

y(X;,Xp) =y, Hp) + (;}’j (X — 1)+ (Gy) (X, —Hy) ...
X 0X,
M1 H2
Jezeli przyjmiemy, ze rozrzut zmiennych x,, X, jest maly, wowczas mozemy w powyzszym
rozwinig¢ciu pozostawic tylko wyrazy liniowe.

Wyznaczmy teraz wariancj¢ V(y). W tym celu skorzystamy z zaleznosci:
V(y) = E(y*) -(E(y))?

E(y)= E{Y(Mlﬂ M)+ (syj (X, =)+ (Gyj (x, — Mz)} =

X1 )y 0X 5
:E(Y(Hlauz))"‘(aayxlij(Xl_H1)+(§(};ju2E(X2_H2):

=y, 1)

Zatem:

(E(y))* = (y(H, 1, ))?

W celu wyznaczenia E(y?) wyliczmy najpierw y? .
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2
y2 ={y(u1,uz)+(§yJ (X, —u1)+(ayj (X, —pz)} =
SUM OX "

1y 2

_Y(H19H2)2+2Y(H19H2){(ayJ (X1_H1)+(§Zj (quz)}+

OX
1y 2

2
"‘{[;ZIIJM(M_Hl)"‘(;(};juz(xz_uz)} =

=y(u, Hz)z + 2Y(H1>H2)(ayJ (X =) +2y(yy, lvlz)[&yJ (X, —Hy)+
aXl 1 6X2 H2

5 2
0
+[§yj (X1_H1)2+2(§;,j1(X1_H1)(;yjuz(xz_uz)+[a£]juz(xz_uz)2

1/, 1y 2 2
Zatem:
E(yz)=E(y(ulau2)2)+2y(upuz)(§zj E(X1_H1)+2Y(H19H2)(;YJ E(x, —u,) +
1 1 2 H2
2 2
+[§yj E[(xl—uozm(ayj (‘Wj E[(xl—m)(xz—uz)]{ay] E[(x; ~ 1y)°]
A 1] axl My aXZ Ho aXZ H2
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E(Yz) = E(y(,, lvlz)z) +2y(u, Hz)(aayj E(x; — )+ 2y(y, 1) )(6},} E(x, —u,) +
X 1 5X2 12
2 2
+ [aayj E[(x, ~ )]+ 2(“} (‘Wj ELX, — 1), — )]+ (‘W] E(x, —1,)’]
X1 ), 0X, " 0X, " 0X, "
Poniewaz: E(y(K, Hp)* = y(1y 1y)?
E(x;- ) =0
E(x,- M4y =0
E[(x,- U])Z] = V(x,)
E[(x,- uz)z] = V(X,)
E [(x;- My (X5- By)] = cov(xy ,X,)
zatem: oy 2 dy 2 dy 5
E(y?) = y(up,1y)* + (axljm V() + (axzjuz V(x,) + 2(8}(111 (axyzlz cov(X;,X;)
oraz

V(y)=E(y’)- (E(}’))z2 = ,
= y(upuz)z "‘(jyj V(x)) "‘(aay V(x,)+ 2(88}, j (aﬁy j cov(xy,X;) - y(ul,uz)z =

X X X
1 2/, 1/ 21,

2 2
2o o) 2] s
H Hi

X X7

Ui
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Otrzymana zalezno$¢ to uogdlniona posta¢ prawa propagacji wariancji. -
Jezeli y=y(x,,x,) to

2 2
ww{iﬁj V(xo{a‘fj V(x2)+2(§f j (;yj cov(x,,X,)
! K 2y s 21,

Zatem jezeli przyjmiemy, ze zmierzyliSmy bezposrednio dwie wielkosci i otrzymalismy w
wyniku pomiardw wartosci X, 1 X, z ich niepewno$ciami oraz wyliczamy wartoS¢ y to
prawo propagacji niepewnosci mozemy sformutowac jako:

2

2
B 8y 2 ay 2 5}’ @y
U.(Y) - \/(aXI j u(Xlsr) + (6X2 szsr u(X2sr) + 2(8X1 jxm (8}(2 szsr COV(XI 9 X2)

X1sr

Jezeli pomiary wielkosci x,,x, beda niezalezne (z takim przypadkiem mamy najczgsciej do
czynienia) to wzory powyzsze przyjmujq postac:

2 2
V(y)z(jyj V(xl){(fyj V(x,)

X X
M 21y

2 2
u(y>_J(§Yj u(xlsr)z{ayj (s )?
X 0X,

X 2sr
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