POPULACJA I PROBA

POPULACIJA w statystyce matematycznej nazywamy zbidr wszystkich elementow
(zdarzen elementarnych) charakteryzujacych si¢ badana cecha opisywana zmienna
losowa.

Zbadanie catej populacji (przeprowadzenie tzw. badan wyczerpujqcych) w celu
okreslenia rozktadu zmiennej losowej zwigzanej z badang cecha lub jego
parametrow cz¢stokro¢ nie jest mozliwe.

W takim przypadku przeprowadza si¢ badania PROBY - tzn. wybranej czesci
populacji. Podstawowym warunkiem, ktory gwarantuje poprawnos$¢ wnioskow o
calej populacji jest tzw. reprezentatywnos¢ proby.

PROBA REPREZENTATYWNA nazywamy probe o strukturze bardzo zblizonej
do struktury catej populacji. Najlepsza metoda zapewnienia reprezentatywnosci
proby jest jej stworzenie poprzez catkowicie losowy wybodr elementow populaci.
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POPULACIJA I PROBA W ODNIESIENIU DO POMIARU

Populacja — zbior wszystkich mozliwych wynikoéw pomiarow
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Rzeczywista warto$¢ mierzonej wielkosci — x,,, bedaca wartoScia
oczekiwang rozkladu prawdopodobienstwa opisujacego cala populacje

poszukiwany parametr rozkladu zmiennej losowej dla calej populacji
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ESTYMACJA

- oznacza oszacowanie wielkosci (parametrow) opisujacych pewne cechy
populacji na podstawie proby.

CECHY DOBRYCH ESTYMATOROW:
1. ZGODNOSC ESTYMATORA
lim P{Q, —-Q <&} =1
n—oo
gdzie: € — dowolnie mata liczba dodatnia,
Q — parametr estymowany,

Q,, — estymator z n-elementowej proby.
Jest to tzw. zbieznos¢ stochastyczna.

2. NIEOBCIAZONOSC
E(Q,)=Q
Dla estymatorow obcigzonych definiujemy obcigzenie jako B, = E(Q,) - Q
3. EFEKTYWNOSC
Estymator najbardziej efektywny Q_* to taki, ktory ma najmniejsza dyspersj¢ (wariancje)
sposrod wszystkich mozliwych estymatorow obliczonych z proby n-elementowe;.

W(Q,) = zggﬁ
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METODA NAJWIEKSZEJ WIARYGODNOSCI

Wzory, ktore pozwolag nam wyznaczy¢ estymatory poszukiwanych parametrow mozemy
wyprowadzic stosujac metod¢ najwiekszej wiarygodnosci.
Zalozmy, ze przeprowadziliSmy n pomiaréw pewnej wielkosci (wylosowalismy probe

n-elementowa) 1 w otrzymalismy w ich wyniku nastgpujace wartosci: x,, X,, X3, ... , X, -
Prawdopodobienstwo otrzymania w wyniku pomiaru wartosci X; (a dokladniej z przedziatu
[x;, x,+dx] ) jest rOwne: dp(x,) = f(x;,1 ,0)-dx

gdzie f(x; ,1 ,0) jest rozkladem ggstosci prawdopodobiefistwa zmiennej losowej x., w ktorym
wystepuja nieznane nam parametry U 1 0. Poniewaz poszczegdlne przeprowadzone pomiary
mozemy uznac za niezalezne, prawdopodobienstwo otrzymania (wylosowania z populacji)
Seril X;, X,, X3, ... , X, Wyznaczymy jako iLoczyn prav&rfldopodobieﬁstw

dp(X,X,, ..., Xy, 1, 0) = Hdp(xi) — Hf(Xi»MaG) -dx;
Funkcja =,
f(X{,X5,..., X5 4, O) =H1f(xi,p,0)

i

ma zatem sens rozktadu ggstosci prawdopodobienstwa otrzymania w wyniku serii pomiarow
wartosci X, X,, X3, ... , X, -
Funkcje ta, mozemy jednak potraktowac jako okreslajaca prawdopodobienstwo, ze dla
znanej serii wartoscl X,, X,, ... , X, hieznane parametry rozkladu przyjmuja wartosci f1 0.
Tak okreslong wielkos¢ nazywamy wiarygodnoscig.
Metoda najwi¢kszej wiarygodnosci nakazuje nam szukac takiej wartosci estymowanego
parametru, dla ktorej funkcja wiarygodnosci osigga maksimum.
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ESTYMATOR WARTOSCI OCZEKIWANEJ

Metoda najwigkszej wiarygodnosci pozwala nam m.in. znalez¢ estymator wartosci
oczekiwanej dla przypadku przeprowadzenia n niezaleznych pomiarow (tzn. dla proby
n-elementowej) jezeli rozktad mozliwych wynikow kazdego z pomiardw f(x,,1,0) ma postac
rozktadu Gaussa. Poniewaz z wczesniejszych rozwazan wiemy, ze wartos¢ prawdziwa jest
rowna wartosci oczekiwanej bedzie to tez wzor pozwalajacy oszacowac rzeczywistag wartos¢
mierzonej wielkosci.

Przeprowadzmy zatem odpowiednie wyliczenia:

Przyjmijmy, ze przeprowadziliSmy n pomiaréw i otrzymaliSmy wyniki x,, X, , ... , X

b n-°*

Rozklad ggstosci prawdopodobienstwa dla kazdego z pomiarow X, jest rozktadem
Gaussa o tych samych parametrach 11 0O :

1 (X — W)’
f(x. — _\A3 R
(xi1,0)=— hzneXp[ 02 j

Zalozenie, ze parametry [ 1 O sg takie same dla kazdego z pomiarow jest rownoznaczne
temu, ze wszystkie pomiary zostaly przeprowadzone w tych samych warunkach.
Funkcja wiarygodnosci ma zatem postac:

n 1 i ’ 1 ' < (Xi_u)z
f(xl,xz,...,xn,u,c):E{G.mexp(—%ﬂ :(mj exp{—g(zsz j}
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" 1 2 1 n n —1)?
f(xl,xz,...,xn,u,c)=g{c.mexp(—%ﬂ:(mj exp{—é[%}

Pochodna funkcji wiarygodnosci po U bedzie zatem wynosita:

Of(X{, X5, e s X 1, 0) | ! 2 (Xl—u)2 .(_lj.[n _ ]_ _
ou _(G-MJ exp{ E[ 267 J} 267 Elz(Xi WD =

_ 1 nX_n(Xi_H)z .1.nX-_
_(G-MJ C P{ E( 262 j} 52 |:1=21(1 M)}

W celu znalezienia estymatora wartosci oczekiwanej szukamy takiej wartosci [, dla ktore;
powyzsza pochodna jest rowna zeru.

Zauwazmy, ze moze by¢ ona rowna zeru tylko wtedy, gdy ronwe zeru bedzie wyrazenie w
nawiasie kwadratowym: n

Z(Xi _Mm) =0

i=1
Przeksztatcajac powyzsze wyrazenie otrzymamy:
n n n
2 Xi = 2 My =X —n-p, =0
i=1 i=1

i=1
n

n-pw, = ZXi
1=1
1 n

M :*in
=1
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OtrzymaliSmy w ten sposob wzor okreslajacy estymator wartosci oczekiwanej
wyznaczonej ha podstawie wynikow n niezaleznych pomiardw przeprowadzonych w
niezmienionych warunkach jezeli rozktad mozliwych wynikow kazdego z pomiardw jest
rozktadem Gaussa.

Jezeli estymator ten oznaczymy symbolem x . to mozemy zapisac:

1 n
Xsrzz ,xi
n+“

i=1

Jest to dobrze znany wzor na Srednia arytmetyczna, dlatego tez w dalszej cz¢sci
estymator wartosci oczekiwanej bedzie nazywany wlasnie wartoscig Srednig.
Latwo zauwazyC, ze estymator ten jest estymatorem zgodnym. Okazuje sig, ze jest on
takze nieobciazony 1 najbardziej efektywny.

Kazdy estymator a w szczegolnosci wartos¢ srednia jako funkcja zmiennych
losowych sam jest zmienng losowa.

Mozemy zatem dla dowolnego estymatora (np. wartosci sredniej) okresli¢ takie pojecia
jak rozktad prawdopodobienstwa, wartos¢ oczekiwana, wariancja czy dyspersja.

W praktyce fakt, ze wartos¢ srednia jest zmienna losowa oznacza, iz jesli na podstawie
kilku serii pomiarow wyznaczymy wynikajace z nich wartosci srednie, to beda one
cechowaty si¢ rozrzutem podobnie jak wartosci pojedynczych pomiarow.

Dr Adam Michczynski - METODY ANALIZY DANYCH POMIAROWYCH 5



WARIANCJA WARTOSCI SREDNIEJ

Zastandéwmy si¢ zatem nad rozrzutem wartosci sredniej. W tym celu sprobujmy powiazac
wariancje wartosci sredniej z wariancjq pojedynczego pomiaru:

Vix,) = V(lixi]
ni=|

Korzystajac z zalezno$ci V(ax) = a*- V(x) oraz V(x, + x,) = V(x,) + V(x,) otrzymamy:
1 n 1 &
V(x,) = T V(inj = 5 2. V(x;)
n i=1 n° iz

Poniewaz przyjeto, ze rozktad gestosci prawdopodobienstwa dla kazdego z pomiarow x,
jest rozktadem Gaussa o tych samych parametrach , zatem wariancja V(x;) ma taka sama
warto$¢ dla kazdego x. . Jesli oznaczymy tg warto$c¢ jako V(x) mozemy napisac:

VOt = 0 V)

[V(XSJ{I-V(x) ]

Rozrzut wartosci Sredniej jest mniejszy od rozrzutu pojedynczych pomiarow i maleje
ze wzrostem ilosci pomiarow uwzglednionych przy obliczaniu Sredniej.
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