DOPASOWANIE ZALEZNOSCI LINIOWEJ
DO WYNIKOW POMIAROW

Jednym z istotnych zagadnien analizy danych pomiarowych jest dopasowanie zaleznosci
teoretycznej do wynikoOw pomiarow. Dotyczy ono sytuacji, gdy dokonano serii pomiarow n
par (x, y;) wielkosci x 1y, ktore sa ze soba powiazane zaleznoscia y = f(x,a,, a,,...,a,) gdzie
a,a,...,a, to parametry tej zaleznosci funkcyjnej. Na podstawie otrzymanych wynikow
chcemy teraz oszacowac (estymowac) wartosci parametrow a,a,,...,a,, oraz niepewnosc tego
oszacowania. Oczywiscie oszacowanie dotyczy tylko parametrow zaleznosci funkcyjnej - jej
forma tzn. czy jest to zaleznos$¢ liniowa, wielomianowa czy tez jeszcze inna jest przez
badacza zaktadana np. na podstawie teorii opisujacej badane zjawisko.
Najprostszym, a jednoczesnie najczesciej spotykanym przypadkiem takiego zagadnienia jest
dopasowanie funkcji liniowe;j

yv=ax+b
Zaldézmy, ze przeprowadzono n pomiarow par (x, y,) gdzie 1= 1, ..., n wielkosci zaleznych
od siebie lintowo. Kazdy z pomiardéw y, cechuje rozrzut opisany rozktadem normalnym o
dyspersji 0, , natomiast pomiary x;, mozna uzna¢ za doktadne (btgdy tych pomiarow sa na
tyle male, Ze mozemy je pominac).
Naszym zadaniem jest znalezienie takich wartosci parametrow a i b , aby otrzymana prosta
najlepiej pasowata do wynikow pomiarow. W tym celu postuzymy si¢ metoda najwicksze;
wiarygodnosci.
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Rozktad prawdopodobiefistwa y; jest rozkladem Gaussa, zatem prawdopodobienstwo
otrzymania w wyniku pomiaru wartosci y; opisuje wzor:

! (v = EGy))’
dp(v.) = 5,0, )dy, =———exp| — L dy;
p(v)) =1 (¥;,6,,)dy 6, 2m p{ 22 y

Warto$¢ oczekiwang E(y,) mozna wyznaczy¢ na podstawie wartosci x; oraz zaleznoS$ci
pomigdzy y oraz x. Otrzymamy zatem

Ey)=a x;+b
a przedstawiony powyze] wzOr przyjmie postac:

1 (y, —ax, —b)2
dp(y;) = SO LX) Ay, = — dy;

yi Vi

Prawdopodobiefistwo otrzymania serii par wartosci (x; , y; ), ..., (x, , y, ) jest zatem rOwne:

2

—ax, —b)
dP(ylaﬂ-aynaxl: X ) H rexp(_ (yl l ) del

Oznacza to, ze funkcja wiarygodnosci bgdzie miata postaé:

2
H (y- —a-x, —b)
9esey n,G ,...,G n, xn,a b eX _ 1 1
SOy vl y )= S1G @ p( 20,2w' J
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Proste przeksztalcenia prowadza do nieco innej postaci funkcji wiarygodnosci:

(yi —ax; - b)zJ _

20 -

f(y seees V9O 19005 O s Xpseenn X, A, b) CXp| —
1 ey HG F i

i=10 ;2T = 267

L 1 1 ”’(yl-—ale—b)2
= °eX —_

i=1 G ;2T p[ 2’% Gii

Oznacza to, 1z poszukiwanie maksimum funkcji wiarygodnosci z uwagi na parametry a i b
jest rownoznaczne z poszukiwaniem minimum funkcji:
2
(y, —ax,—b)

Z(yla---aynasyla Gyn’ xn’a b) Z 2
Gyi

Jak wida¢ funkcja ta jest suma kwadratow odlegtosci pomigdzy wartosciami y wyliczonymi
za pomoca zalozonej postaci zaleznosciy = a-x + b, a wartoSciami y, pochodzacymi z
pomiardéw wazonych odwrotnoscig kwadratu dyspersji O

Dlatego tez przedstawiana metoda nazywana jest takze metoda najmniejszych kwadratow.
Warto podkresli¢, ze funkcja z jest zmienna losowa o rozktadzie x2.
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Wzory oszacowujace najlepiej dopasowane do serii wynikoOw pomiardw wartosci
parametrow a 1 b znajdujemy zatem rozwiazujac uktad rownan:

o= _, a_
oa ob
W kolejnych rzeksztaiceniach otrzymamy:

4 201 1 1
=X 5 2i—ax=b)-(-x) |=-2-2) ,xy—ar o, ox =bo ey,
561 i=1 yl i=1\ O Vi G Vi Y Vi

ab Z}[G 2(y; —ax; —b)- (- 1)J=—2 i[clz y,-—a-l2 x-—b-GlzJ:o
Bl

) 1 Gyl Vi
xyl) aZ(iz 'xl) bZ(Tx) 0

)’l - yl i=1 yl

ANy

"

i(ﬁz SORTD YESEART N O EL:
z=1

. i=1 yl i=1 yl

Oznaczajac a-: Z(Wixi )+b- Z(Wixi) = Z(Wixiyi)
w, = ]/ayl.Z i=1 i=1 i=1
mozemy zapisac:

a-2 (wx)+b-2w = (wy)
izl i=1 i=1

"
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Wprowadzmy nast¢pujace oznaczenia dla sum wystgpujacych w rownaniach:

n n n n n
_ _ 2 _ _ _
_Zwixiyi wax _Zwixi wa _Zwixi Swy _Zwiyi SW_ZWi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Réwnania przedstawione na poprzednim slajdzie mozna wowczas zapisac:
{a Spx 08,0 =8,

a-S,,+b-5,=8,,
Rozwiazujac powyzszy uktad otrzymamy nastgpujace wzory na estymatory parametrow a 1 b:
(" S Sy =SS )

g = wtw wxQwy
waxSw S2
waxSwy o waywa
k waxSw S2 -/

Poniewaz estymatory a 1 b sg funkcjami wynikow pomiaréw y,, ..., ¥, niepewnos¢
wyznaczenia tych estymatorow mozemy wyznaczy¢ korzystajac z prawa propagacji
niepewnosci. Po odpowiednich obliczeniach otrzymamy:

fu(a)# S, )

waxSw S2
S
e[S
K wxxw wx J
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W praktyce wyznaczone wzory mozemy zastosowac podstawiajac znang niepewnos¢
pomiarow u(y;) w miejsce dyspersji 0,;. W przypadku gdy nie znamy niepewnosct u(y,)
przyjmujemy, ze jest ona jednakowa dla wszystkich pomiaréw y. , a wowczas mozemy
podstawic w,=1,dlai=1, ..., n.
Metoda dopasowania zaleznosci liniowej mozemy wykorzysta¢ rowniez wowczas gdy
zaleznos¢ y = f(x) nie jest co prawda liniowa, ale moze zosta¢ zlinearyzowana przez
przeksztalcenie zmiennej niezaleznej tzn. mozemy okresli¢ nowa wielkos¢ x,, bedaca
funkcja wielkosSci x ( x, = f(x) ) w taki sposob, ze
y=a xytb

Przyktadem moze by¢ zagadnienie wyznaczenia przyspieszenia ziemskiego za pomoca
wahadta matematycznego poprzez pomiary okresu drgan dla r6znych dtugosci wahadta.
Okres drgan T jest w tutaj nieliniowa funkcja dtugosci / wahadta: ]

T =2m \f

g

Jezeli jednak dokonamy podstawienia x, = (/)!> wowczas otrzymamy zaleznos¢ liniowa

T'=a-xy gdzie:azzzTc

g
Do zaleznosci tej mozemy za pomoca opisanej wczesnie] metody dopasowac prosta i tym
samym oszacowac wartos¢ parametru a oraz na jego podstawie przyspieszenie ziemskie g.
Trzeba wyraznie zaznaczy¢, ze nalezy unika¢ dokonywania linearyzacji poprzez
przeksztalcenie zmiennej zaleznej y , gdyz rozktad przeksztalconej zmiennej nie jest juz
rozktadem normalnym.
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