HISTOGRAM

W pewnych przypadkach interesuje nas nie tylko okreslenie prawdziwej wartosci mierzone;j
wielkosci, ale takze zbadanie catego rozktad prawdopodobienstwa wynikow pomiaréw. W
takim przypadku wyniki serit N pomiarow przedstawiamy za pomoca histogramu. W tym celu
obszar zmiennosci mierzonej wielkosci x dzielimy na m przedziatow (zwanych przedziatami
klasowymi), a nast¢pnie dla kazdego przedziatu okreSlamy ile wartosci x; wynikow pomiarow
miesci si¢ w tym przedziale. Rezultat mozemy przedstawi¢ w formie wykresu ,,stupkowego”
Oczywiscie histogram jest tylko przyblizeniem ksztattu rozktadu, a wysokos¢ stupkow
(liczebnos¢ przedzialdow) jest zmienng losowa, co oznacza, ze po powtorzeniu serii histogram
bedzie inny.

Wskazane jest takie dobranie wielkosci 1 liczby przedziatow, aby na kazdy z nich przypadato
co najmniej kilka (5-8) pomiarow
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DYSPERSJA LICZEBNOSCI PRZEDZIALOW
HISTOGRAMU

Przyjmijmy, ze przeprowadzono N pomiarow wielkosci x, a wyniki przedstawiono w formie
histogramu. Rozwazmy jeden, dowolny przedzial histogramu okreslony jako (x,, x,+Ax).
Zastandwmy si¢ 1le wynosi prawdopodobienstwo P(n,N) tego, ze liczebnos¢ rozwazanego
przedziatu bedzie wynosita n (tzn. z ogolnej liczby N pomiaréw w seri1 wartosci z zakresu
od x, do x,+Ax bedzie miato n pomiarow).

Prawdopodobienstwo tego, ze w wyniku pojedynczego pomiaru uzyska si¢ wartos¢ z
zakresu (x,, x,TAx) mozna wyznaczy¢ z gestosci rozkladu prawdopodobienstwa f(x)
zmiennej x. Wynosi ono: Xo+Ax

p= | fix)dx

Poniewaz kolejne wyniki uzyskano niezaleznie od siebie prawdopodobienstwo uzyskania n
wynikow z przedziatu (x,, x,+Ax) oraz N-n wynikOw spoza tego przedziatu okreslane jest
iloczynem p" (1-p)N-" .

Jednakze n rozwazanych wynikow mozna uzyska¢ w dowolnej kolejnosci, zatem powyzszy
iloczyn nalezy jeszcze pomnozy¢ przez liczbe mozliwych kolejnosci otrzymania w serii N
pomiardOw n wynikow z rozwazanego przedziatu. Ostatecznie zatem uzyskujemy wyrazenie:

N! n -n
PON)= P P

Jest to rozklad dwumianowy Bernoulliego.
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Widac¢ zatem, ze liczebnos¢ przedziatu histogramu - », jest zmienna losowa opisywana
rozktadem Bernoulliego. Warto$¢ oczekiwana jest zatem réwna
Em)=Np

a wariancja

V(n) =N-p(I-p)
Pierwiastek tej ostatniej daje nam dyspersje D(n) , ktora mozemy traktowac jako miar¢
rozrzutu zmiennej n, a zatem mozliwych wahan liczebnosci przedziatu histogramu
(wysokosci stupka).
W praktyce wartos¢ » jest estymatorem F£(n), zatem wartos¢ prawdopodobienstwa p mozemy

oszacowac jako: _n
Pest = N

Zatem dyspersja D(n) moze by¢ oszacowana za pomoca wzoru

S, = n(l—nj ,
N

ktory moze by¢ traktowany jako wzor okreslajacy niepewnos¢ liczebnosci przedziatu
histogramu (wysokosci stupka).

Dla duzej liczby przeprowadzonych pomiardéw tzn. N — oo mozliwe jest podzielenie obszaru
zmiennosci wielkosci x na wiele przedzialow klasowych, a co za tym 1dzie
prawdopodobienstwo p maleje (p - 0). W takim przypadku rozktad prawdopodobienstwa
zmiennej n przechodzi w rozktad Poissona, a nastgpnie w rozktad Gaussa.
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Jezeli przedstawimy niepewnosci liczebnosci poszczegdlnych przedziatow klasowych
histogramu na wykresie zauwazymy, ze mozliwe wahania wysokosci stupka sa dos¢

zZnaczne.
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Optymalny efekt otrzymuje si¢ zmierzajac do minimalizacji niepewnosci wzglednej
wysokosci stupka histogramu s, /n .

Fatwo zauwazy¢, ze s,/n maleje ze wzrostem 7 .
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Zaldézmy, ze na podstawie wynikow N pomiarow konstruujemy histogram sktadajacy si¢ z
m przedzialow klasowych, ktorych granice majq wartosci X, X, , ..., X . Wyznaczone
doswiadczalnie liczebnoSci poszczegolnych przedzialow wynosza n. , gdzie1=1,2, ... ,m, a

m
2.n =N
i=1
Wartos¢ oczekiwana liczebnosci przedziatu 1 wynosi
E(n) = Np;

gdzie prawdopodobienstwo p. wyznacza si¢ w oparciu o zakladang postac¢ rozkladu gestoSci
prawdopodobienstwa f(x) na postawie zaleznosci:

X;
pi= [f(x)dx
Xia
W celu przeprowadzenia testu zgodnosci rozktadow wyznaczamy warto$¢ wyrazenia:
7=y (n; — Np;)
i=1 Np;

Wielkosc¢ z jako funkcja zmiennych losowych #; rowniez jest zmienna losowa.

Jak pokazano wczesniej zmienne n; maja rozklad dwumianowy, ale dla duzych N rozktady
te zmierzaja do rozktadéw Gaussa N(Np,,(Np;)"?). Zatem kazdy z elementéw sumy bedzie
wowczas charakteryzowat rozktadem normalnym N(O,1).

Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej wyznaczonej jako suma kwadratdow zmiennych
losowych o rozktadzie normalnym N(0,1) jest w statystyce matematycznej nazywany
rozkladem X2.
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Rozklad X2
Zmienna losowa X? otrzymana poprzez zsumowanie V kwadratéw niezaleznych zmiennych

x; 0 rozktadach normalnych N(0,1)

A%

=X
i=1

ma rozklad zwany , ktorego funkcja gestosci prawdopodobienstwa opisana jest wzorem:

f(?v)=

(2) et

(v /2)2""?

Wielkos¢ v nosi nazwe ilosci stopni swobody, a funkcja I (x) jest uogdlnieniem silni na
zbior liczb rzeczywistych tzn. ['(x) = (x-1)- [ (x-1).

0.18

0.16

=15 stopniswobody
=10 stopni swobody

Warto$¢ oczekiwana zmiennej X2
jest rowna liczbie stopni swobody

B(X*) =v
a wariancja wynosi
V(X?) =2v
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Procedura testowania hipotezy, ze rozklad (histogram) otrzymany doswiadczalnie jest
zgodny z zalozong postacia rozkladu przebiega nastgpujaco: " (n B Np)z
1. W oparciu o histogram z danych pomiarowych wyznaczamy warto$§¢ z = N :

i=1 Pi

Jezeli testowane rozkltady ze soba zgodne zmienna z ma rozktad x2. Jednakze ilo$¢ stopni
swobody tego rozktadu jest mniejsza od m 1 wynosi

vV=m-b-1
gdzie b oznacza ilos¢ parametrow rozktadu (np.u 1 0 dla rozktadu Gaussa) , ktore
wyznaczyliSmy na podstawie danych pomiarowych. (Zmienne 7, nie sg od siebie niezalezne,
gdyz ich suma jest scisle okreslona 1 rowna N).
2. Przyjmujemy wartos¢ poziomu istotnosci a (okreslajaca prawdopodobienstwo tego, ze w
wyniku testu odrzucimy hipotez¢ mimo, iz jest ona prawdziwa).
3. Wyznaczamy warto$¢ krytyczna x?, odpowiadajaca przyjetemu poziomowi istotnosci Q.
Jezeli testowane rozklady nie sa ze soba zgodne to zmienna z powinna mie¢ dos¢ duza
warto$¢, gdyz liczebnos¢ kazdego z przedziatow klasowych (wysokos¢ kazdego ze stupkow
histogramu) n; istotnie rdzni si¢ od wartosci oczekiwanej N-p, wynikajacej z zatozonej
postaci rozktadu. Zatem obszar krytyczny jest w tym przypadku obszarem wartosci zmiennej
X’ wigkszych od x?, takim, ze P(x* > x?,) = Q.
4. Porownujemy warto$¢ z z wartoscia x?,. . Jezeli z> x?, . to z prawdopodobienstwem
pomylki rownym poziomowi istotnosci mozemy uznac, ze testowane rozklady nie sg ze
sobg zgodne.
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