ODRZUCANIE WYNIKOW POJEDYNCZYCH POMIAROW

W praktyce pomiarowej zdarzaja si¢ sytuacje gdy jeden z pomiarow odstaje od pozostatych.

Jezeli wykorzystamy fakt, ze wyniki pomiarow sa zmienna losowa opisywana rozktadem

Gaussa 1 przyjmijmy, ze jest to rozktad N(U,0), to wlasnosci rozktadu moga by¢ pomocne w

sformutowaniu kryterium odrzucania wynikoéw obarczonych bledem grubym.
P(p-1o<x<u+ 10)=0.6827

P(U-20<x<M+20)=0.9545
P(pL-30<x<M+30)=0.9973

Jezeli jako oszacowanie U
przyjmiemy x,, , a jako
oszacowanie 0 — odchylenie
standardowe pojedynczego
pomiaru s to mozemy przyjac,
ze odrzucamy taki pomiar x ,
dla ktorego

| X=Xy | >=3-5
Gdyz prawdopodobienstwo
tego, ze taka wartos$¢ pojawi si¢
przypadkowo w serii pomiarow
o dyspersji s jest bardzo mate

(réwne 0.0027).

Ggsto$¢ prawdopodobienstwa
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Zmienna losowa x (np. wynik pomiaru)
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PRZEDZIALY UFNOSCI WARTOSCI SREDNIEJ

W wielu przypadkach informacja o wyniku pomiaroOw nie jest wystarczajaca — potrzebna
jest jeszcze wiedza o tym, z jakim prawdopodobienstwem wartos¢ prawdziwa miesci si¢
w okreslonym przedziale wokot wyniku pomiarow.

Przedziat taki nazywamy przedziatem ufnosci, a prawdopodobienstwo, ze wartos¢
prawdziwa miesci si¢ w tym przedziale - poziomem ufnosci. Okreslonemu poziomowi
ufnosci y odpowiada wiele mozliwych przedziatow ufnosci. W przypadku rozktadu
Gaussa przedziat ufnosci definiuje si¢ zazwyczaj tak, aby byt symetryczny wzgledem
wartosci oczekiwanej (prawdziwej) .

[ figde = [ feods ="
2

Przyjmijmy, ze na podstawie serii n pomiaroOw x, ..., X, wyznaczamy wartosc¢ srednig x, ,
rozktad wynikow jest rozktadem normalnym N(,0) a dyspersja rozktadu O jest znana lub
przynajmniej doktadnie oszacowana w oparciu o wyniki pomiardw (tzn. seria liczy co
najmniej kilkanascie pomiarow).
Jezeli zdefiniujemy nowa zmienng losowa u jako:

Xsp — M

o/-In

to zmienna ta podlega rozktadowi Gaussa N(0,1).

u =
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7. wlasnosci rozkladu Gaussa:

P(-1<Y T H <1)=0.6827
o/~/n

X, — 1
P(—2 <3 2 <2)=0.9545
2= =2

P(=3<tr TH <3y-0.9973
o/~/n

Przeksztalcajac powyzsze wyrazenie mozemy zapisac:

P:(xsr —(a/@)ﬁ U< (xsr +(a/@) =0.6827

Pl(x, —2(c(1 /)< u<(x, +2(c/ [n)|=09545
Pllx, —3(@/ /n)<u<(x, +3(@/ [n)=09973

Wyrazenia te definiuja przedziaty ufnosci o poziomach ufnosci odpowiednio: 0.6827,
0.9545, 0.9973 .

Nalezy zwrdci¢ uwage na to, ze chociaz wartos¢ oczekiwana rozktadu (1 odpowiadajaca jej
wartos¢ prawdziwa) nie jest zmienna losowa, to méwimy o prawdopodobienstwie tego, 1z
znajduje sie ona w okreslonym przedziale. W tym przypadku, podobnie jak przy metodzie
najwigkszej wiarygodnosci, prawdopodobienstwo nie ma interpretacji czgstosciowej, lecz
jest miarg naszej wiedzy na temat wyznaczanej wielkosci.
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Rozklad Studenta

W praktyce najczesciej mamy jednak do czynienia z sytuacja, gdy dyspersja pomiaréw nie
jest znana, a moze by¢ jedynie oszacowana na podstawie serii liczacej kilka wynikow.
Wowczas jako estymator dyspersji przyjmuje si¢ odchylenie standardowe pojedynczego

pomiaru PN
s, = Z ('xl' 'xsr)
i1 n—l1
W takim przypadku mozemy w sposob analogiczny do zmiennej u zdefiniowa¢ zmiennag
losowa ¢ : Xgp — I Xgp — 4

:sx/ﬁ s

jednakze zmienna ta nie podlega w ogolnosci rozktadowi Gaussa.
Rozktad prawdopodobienstwa, ktory opisuje zmienng ¢ nosi nazwe rozktadu Studenta (nie
dlatego, ze lubia go studenci lecz od pseudonimu angielskiego statystyka W.S. Gosseta,
ktory swoje prace tak wtasnie podpisywat). Funkcja gestosci prawdopodobienstwa dla tego
rozktadu wyraza si¢ wzorem:

F(V + 1) v+l

4

Xsr

e
f(tv)= 1+t
r@m v

Parametr V nosi nazwg ilosci stopni swobody, a funkcja gamma Eulera [ (x) jest
uogolnieniem silni na zbidr liczb rzeczywistych tzn. ['(x) = (x-1)- ['(x-1).
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Krzywa przedstawiajaca rozktad Studenta jest dla matych wartosci stopnia swobody szersza od
krzywej Gaussa, jednakze juz dla v = kilkanascie przyjmuje ksztalt bliski krzywej Gaussa.

O-45
U.mJ

Gaussa

—— Studenta - 1 stopnien swobody
—— Studenta - 5 stopni swobody

Studenta - 15 stopni s wobody

f(t,v)

Wartos¢ oczekiwana rozktadu E(¢) =0 , a wariancja istnieje tylko dla v> 2 1 wynosi
V="
v—2
Trzeba podkresli¢, 1z z powyzszego faktu wynika, ze dla rozktadu Studenta o matych
wartosciach v odchylenie standardowe nie jest dobrym estymatorem dyspers;i.
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W rozwazanym przypadku zmiennej ¢ wyznaczonej w oparciu o wartos$¢ srednia 1 odchylenie
standardowe wyznaczone na podstawie serii #n pomiaroOw liczba stopni swobody okreslona
jest wlasnie przez liczbg pomiarow 1 wynosi

V=mn-1
Interesowac nas beda przedzialy ufnosci o poziomach ufnosci yprzyjmujacych te same
wartosci jak w przedstawionym wczesniej przypadku dla zmiennej u tzn. 0.6827, 0.9545 oraz
0.9973 . Przedzialy te wyznaczamy z gestosci prawdopodobienstwa rozktadu Studenta.

P(—bétﬁb):lj)f(t,n—l)dt:y
b

Po odpowiednich wyliczeniach Wartosci &, k, ,k; zaleza od 1loSci stopni
otrzymuje si¢ nastepujace wartosci swobody, czyli liczby pomiardéw.
przedziatow ufnosci: Przyktadowe wartosci zawarte sa w tabeli.
P:(xs - k1 . ) u< (xS + k Sm) 0.6827 n k; K, ks
P-(xsr ey Sw) <u< (xS s, )]: 0.9545 3 1.242 3.381 | 9.778
P-( s ) - ( . ) 0.9973 4 1.186 2.922 6.993

o ™73 Snsr JS IS gy 730 )| = 0 5 | 1142 | 2688 | 5.737

10 1.076 2.307 4.047
15 1.056 2.200 3.654
20 1.045 2.151 3.481
50 1.029 2.067 3.203
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TESTOWANIE HIPOTEZ STATYSTYCZNYCH

Hipoteza statystycznga nazywamy taka hipoteze dotyczaca badanej populacji, ktora nadaje
si¢ do sprawdzenia metodami statystycznymi na podstawie wynikéw badan proby.

W tym sensie hipotezy dotyczace mierzonych wielkosci 1 weryfikowane na podstawie
wynikOw pomiaréw maja charakter hipotez statystycznych.

Hipotezami statystycznymi sa m.in.. nast¢pujace stwierdzenia:

- srednie miesigczne wynagrodzenie w gospodarce narodowej w Polsce wynosi 2200 zt,
- warto$¢ przyspieszenia ziemskiego wynosi g=9.81 m/s2,

- wyniki dwodch niezaleznych pomiaru oporu elektrycznego wynoszace R=352 Q z
niepewnoscia u(R)=18 Q oraz R=385 Q z niepewnoscia u(R)=15 Q sa zgodne ze soba,
- ilo$¢ rozpadow promieniotworczych zachodzacych w jednostce czasu jest zmienng
losowa o rozktadzie Poissona.

Hipotezy statystyczne dzielimy na:

Hipotezy parametryczne - dotyczace parametrow rozkltadow prawdopodobienstwa.
Hipotezy nieparametryczne - ktore nie dotycza parametrow rozktadow
prawdopodobienstwa ( a np. rodzaju rozktadu jakiemu podlega dana zmienna losowa).

Weryfikacji hipotez statystycznych dokonuje si¢ za pomoca testow statystycznych.
Testowanie polega na wyznaczeniu wartosci funkcji testowej, ktora jest zmienna losowa
wyznaczong na podstawie proby.
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Procedura testowania hipotezy statystycznej

przebiega nast¢pujaco:

1. W zaleznosci od rodzaju problemu, ktorego dotyczy hipoteza przyjmujemy odpowiednia
funkcje testowa.

2. Wyznaczamy wartos¢ funkcji testowej na podstawie danych z proby (wynikow
pomiarow).

3. Przyjmujemy wartos¢ poziomu istotnosci 0. Wartos¢ ta pozwala okresli¢ granice tzw.
obszaru krytycznego. Warto$¢ poziomu istotnosci jest rowna prawdopodobienstwu tego, ze
w wyniku testu odrzucimy hipoteze mimo, iz jest ona prawdziwa. Dlatego tez w praktyce
przyjmuje si¢ wartosci o znacznie mniejsze od 0.1 .

4. Jezeli wyznaczona wartos¢ funkcji testowej jest zawarta w obszarze krytycznym
hipotez¢ mozemy odrzucic.

5. Jezeli wyznaczona wartos¢ funkcji testowej miesci si¢ poza obszarem krytycznym,
wowczas nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy. Nalezy jednak podkresli¢, ze wynik
ten nie jest dowodem stusznosci hipotezy - nie mozemy zatem powiedziec, ze uzyskany
wynik potwierdza hipotezg.
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TESTOWANIE ZGODNOSCI
WARTOSCI SREDNIEJ Z ZADANA WARTOSCIA
I ZGODNOSCI WARTOSCI SREDNICH

Hipoteza jaka w tym przypadku formulujemy jest nastgpujaca: wynik pomiaru x,, jest
zgodny z zadang wartoscia x_. Jest ona rOwnoznaczna z pytaniem czy wartos¢ x_ jest rowna
prawdziwe] wartosci wielkosci mierzonej (wartosci oczekiwanej ).

Sytuacjami, w ktorych przeprowadzamy tego typu test jest stwierdzenie zgodnosci wyniku
pomiardw z wartoscia tablicowa (a wigc o wiele doktadniejsza) lub z wartoscia z gory
zalozona. Z pierwsza przypadkiem mamy czesto do czynienia na pracowni studenckiej, z
drugim podczas sprawdzania czy dany egzemplarz wyrobu jest zgodny z zalozeniami (np.
wyprodukowany opornik ma opoér zatozony jako nominalny).

Najwygodniejsza funkcjg testowa jest wyrazenie:

Xsp — X

u(x,,.)

Jezeli x, = [ to zmienna t jest zmienng losowa o rozkladzie:

- Gaussa N(0,1) jesli x,, wyznaczone zostalo na podstawie co najmniej kilkudziesigciu
pomiarow (czyli u(x,,) jest dos¢ doktadnym oszacowaniem dyspersji),

-Studenta o E(2)=0 1 n-1 stopniach swobody (7 - liczba pojedynczych pomiaréw
wykorzystanych do wyznaczenia Sredniej) jesli x,, wyznaczono na podstawie kilku —
kilkunastu pomiarow.

[ =
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Oznacza to, 1z prawdopodobienstwo, ze ¢ bedzie zacznie rdznito si¢ od zera jest niewielkie.
Jesli wigce ¢ jest znacznie wigksze lub mniejsze od 0, to oznacza iz x_ nie jest zgodne z
wartoscia srednig z pomiarow.
W celu przeprowadzenia testu
okreslamy dwustronny obszar
krytyczny o poziomie istotnosci
0. Za wartos¢ O przyjmuje si¢
przewaznie 0.05 lub 0.003, co
odpowiada w przyblizeniu
odleglosci pomigdzy x, a x,
rownej co najmniej 2-u(x,,) lub
3-u(x,,) dla rozkladu Gaussa
albo co najmniej &, u(x,,) lub
k; u(x,) dla rozktadu Studenta. Smienna losowa {
Zatem jezeli |x,, - x| > k-u(x,,) gdzie k =2 lub k, albo k = 3 lub k; to na poziomie
istotnosci odpowiednio 0.05 lub 0.003 hipotez¢ o zgodnosci wartosci Sredniej z zadang
mozemy odrzucic.
W analogiczny sposob przeprowadza si¢ testowanie zgodnosci dwoch wartosci Srednich x,
1x,,. okreSlonych z niepewnosciami u(x, ) 1 u(x,,,) (zgodnosci dwoch wynikoOw niezaleznie
przeprowadzonych pomiarow) z tym, ze jako funkcj¢ testowa przyjmuje si¢ wowczas

Xsr1 — Xor2

[ =
2 2
\/u('xsrl) + u('xsr?_)
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